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Vorwort zur 4. Auflage

Empirische Methoden werden in den Wirtschaftswissenschaften zunehmend wichtiger.
Dazu zihlt insbesondere die Okonometrie, die in den letzten Jahren zahlreiche Neuerun-
gen erlebt hat. Daher ist es notwendig, das Riistzeug in verstdndlicher Form und anhand
von Beispielen erldutert prasentiert zu bekommen. Die Grundlagen des Faches werden
hier in einer neuen Auflage vorgelegt. Im Vergleich zur dritten Auflage sind zahlreiche
Druckfehler ausgemerzt. Wir hoffen, dass das Buch, das sich inzwischen in einer Vielzahl
von Vorlesungen bewihrt hat, von Dozenten, Studierenden und Praktikern mit Gewinn

verwendet werden kann.

Hans-Friedrich Eckey
Reinhold Kosfeld
Christian Dreger

Vorwort zur 3. Auflage

In der 3. Auflage haben wir Druckfehler korrigiert und einige Passagen besser aufein-
ander abgestimmt. Griindlich iiberarbeitet worden sind vor allem die Abschnitte 2.3

,,Multikollinearitit™ und 2.4 ,,Autokorrelation und Heteroskedastizitit®.

Zusitzlich haben wir wiederum neuere okonometrische Methoden aufgenommen, die
z.T. in 6konometrischer Software, z.B. EViews, verfiigbar sind bzw. fiir die Programm-
kodes (z.B. Rats, Gauss) existieren. So sind in Abschnitt 2.9 , Nichtstationidre Variablen
und Kointegration* die Unterabschnitte ,,Integration und Kointegration bei Struktur-
bruch® und ,Nichtlineare Einheitswurzeltests und Kointegration* eingebaut worden.
Der Abschnitt 2.12 , Paneldkonometrische Modelle® ist um den Unterabschnitt ,,Ein-
heitswurzeltests fiir Paneldaten erweitert worden.

Wir hoffen, dass die Neuauflage bei Dozenten und Studierenden erneut eine positive
Aufnahme finden kann.

Hans- Friedrich Eckey

Reinhold Kosfeld

Christian Dreger
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Vorwort zur 2. Auflage

Zu der 2. Auflage der ,,Okonometrie” haben wir neben Korrekturen von Druckfehlern
und einer Uberarbeitung methodische Neuerungen aufgegriffen, die inzwischen eine
Anwendungsreife erhalten haben. Die Grundkonzeption hat sich hierdurch nicht ver-
andert. Ausgehend von den klassischen 6konometrischen Verfahren werden der Student
der Wirtschaftswissenschaften und der empirische Forscher mit neuen methodischen
Ansitzen vertraut gemacht, die mehr und mehr zum Standardrepertoire der angewand-
ten Okonometrie zihlen. Die eingefiigten Aufgaben zielen darauf ab, eine aktive Aus-

einandersetzung mit der behandelten Thematik zu fordern.

Neuere 6konometrische Verfahren sind in das zweite Kapitel -Okonometrische Ein-
gleichungsmodelle— integriert worden. Neben dem Breusch-Pagan-Test wird der White-
Test in Abschnitt 2.4 als Alternative zum Goldfeld-Quandt-Test bei der Uberpriifung
existierender Heteroskedastizitit vorgestellt. Als Test auf Autokorrelation wird neben
dem Durbin-Watson- und dem Ljung-Box-Test der Breusch-Goldfrey-Test erortert. Neu

aufgenommen worden sind aulerdem Tests auf Parameterinstabilitit (Abschnitt 2.8),
worunter wir neben den CUSUM- und CUSUMQ-Tests den RESET-Test und den

Harvey-Collier-Test subsumiert haben. Im selben Abschnitt wird zusétzlich der Jarque-

Bera-Test skizziert.

Bei der Thematik der nichtstationdren Variablen und Kointegration (Abschnitt 2.9) ist
angesichts der Anwendungserfahrungen eine Uberarbeitung erforderlich gewesen. So
wird z.B. der IDW-Test (Integration-Durbin-Watson-Test) aufgrund seiner Unzuldng-
lichkeiten nicht mehr von uns als Test auf Integration empfohlen. An seiner Stelle stel-
len wir den KPSS-Test als Alternative zum ADF-Test vor. Bei der Kointegrationstech-
nik steht aus didaktischen Griinden nach wie vor das Engle-Granger-Verfahren im Vor-

dergrund.

Neu aufgenommen worden ist auBerdem die Thematik der bedingten Heteroskedastizi-
tit (Abschnitt 2.10). Die hier vorgestellten GARCH-Modelle gehdren inzwischen zum
Standardrepertoire bei der Modellierung von Finanzmarktdaten. Die gleichzeitige Be-
riicksichtigung der Querschnitts- und Zeitdimension in Form panelokonometrischer
Modelle (Abschnitt 2.12) schliefit das Kapitel 2 ab.

Aus einer Reihe von Zuschriften und Gespriachen haben wir ebenso wie aus Lehrerfah-

rungen vielfiltige Anregungen fiir die Neuauflage der ,,Okonometrie* erhalten. Unser
Dank gilt hierfiir den Fachleuten und Studenten gleichermaBlen. Der druckfertige Text



Vorwort VII

ist mit grofler Sorgfalt von Frau Iris Rottger erstellt worden, wofiir wir ihr herzlich dan-
ken. SchlieBlich gilt unser Dank Frau Eckert, Gabler-Verlag, fiir die gute und ver-

trauensvolle Zusammenarbeit.

Hans- Friedrich Eckey
Reinhold Kosfeld
Christian Dreger

Vorwort zur 1. Auflage

Die Okonometrie hat ihren Stellenwert in der empirischen Wirtschaftsforschung nicht
nur behaupten, sondern ausbauen kénnen. Okonometrische Modelle werden nicht nur
von Wirtschaftsforschungsinstituten verwendet, sondern ebenfalls von staatlichen Be-
horden und Institutionen bei gesamtwirtschaftlichen und strukturpolitischen Problem-
stellungen eingesetzt. Was den Unternehmensbereich anbelangt, so wird vor allem im
Finanzsektor von okonometrischen Methoden Gebrauch gemacht. Die Entwicklung
neuer und verbesserter 6konometrischer Methoden bietet nicht nur eine Erweiterung des
Anwendungsbereichs der Okonometrie, sondern auch eine bessere Fundierung empi-
risch-6konomischer Analysen. Erfahrungsgemil ist ein Praxistransfer wissenschaft-
licher Methoden stark von ihrer Einbeziehung in die akademische Lehre abhéngig. Um
erfolgreich von der empirischen Wirtschaftsforschung genutzt werden zu kénnen, ist
daher eine ausgewogene Integration neuerer Entwicklungen in das bekannte 6kono-

metrische Methodenspektrum erforderlich.

Wiéhrend sich diese Vorstellung bereits in einigen angloamerikanischen Lehrbiichern
zur Okonometrie widerspiegelt, sind die deutschsprachigen Lehrbiicher praktisch noch
ausschliefSlich den traditionellen 6konometrischen Verfahren verpflichtet. Sicherlich ist
eine sorgfiltige Priifung neuerer Methoden erforderlich, um nicht Gefahr zu laufen,
allein mit der Mode zu gehen, ohne dass eine substantielle Verbesserung erfolgt. Doch
denken wir, dass es nun an der Zeit ist, zumindest einige Neuerungen in ein Okono-
metrie-Lehrbuch aufzunehmen, wenn es sich nicht dem Vorwurf aussetzen will, nicht
up to date zu sein. Wir haben hierbei vor allem die Gebiete der robusten Verfahren, der
Kointegration und der Vektorautoregression ins Auge gefasst. Aus diesen drei Be-

reichen liegen inzwischen bereits vielversprechende 6konomische Anwendungen vor.



VIII Vorwort

Robuste Verfahren tragen der Tatsache Rechnung, dass 6konomische Daten nicht als
ideal im Sinne der Modellannahmen betrachtet werden kénnen, sondern mit den ver-
schiedenartigsten Kontaminationen durchsetzt sind. Aus der Wirtschaftsstatistik ist be-
kannt, welche Arten von Storungen im Rahmen einer Erhebung auftreten konnen.
Robuste Verfahren zielen hauptsichlich darauf ab, verzerrende Einfliisse deviante
Beobachtungen unter Kontrolle zu halten. Gerade bei wirtschaftstheoretischen Modellen
wird es im Allgemeinen nicht zuldssig sein, alle Beobachtungen ohne weiteres als
Gleichgewichtsdaten zu betrachten. Eine 6konometrische Schitzung auf der Grundlage
robuster Verfahren 148t sich anschaulich dahingehend interpretieren, dass die Gleich-
gewichte der 6konomischen Theorie in Form von Gleichgewichtsbereichen operationa-

lisiert werden.

Gleichgewichtsbeziehungen werden auch im Rahmen von Kointegrationsmodellen be-
trachtet. Jedoch stehen hier keine kurzfristigen Gleichgewichte im Zentrum der 6kono-
metrischen Analyse, sondern es werden vielmehr langfristige Gleichgewichtsrelationen
zwischen 6konomischen Variablen im Sinne eines "steady states" untersucht. Die Vek-
torautoregression kommt als empirisches Analyseinstrument in Betracht, wenn Pro-
bleme beziiglich der Endogenitit und Exogenitdt 6konomischer Variablen im Mittel-
punkt stehen, wie sie z.B. bei 6konometrischen Untersuchungen iiber die Beziehung
zwischen der Geldmenge und dem Sozialprodukt auftreten. Hier stellt die zeitreihen-
analytisch orientierte Methode der Vektorautoregression ein Instrumentarium bereit, da
ohne A-priori-Spezifikation der Kausalbeziehungen Einsichten in den Ablauf 6kono-

mischer Prozesse vermitteln konnen.

In dem vorliegenden Lehrbuch werden diejenigen Methoden der Okonometrie bevor-

zugt behandelt, die fiir die empirische Wirtschaftsforschung von groer Relevanz sind.

Eine fundierte Anwendung 6konometrischer Methoden setzt eine Diskussion ihrer Kon-
zeption voraus, da sich nur dann die Grenzen 6konometrischer Erkenntnisgewinnung
zuverléssig einschétzen lassen. Hierbei haben wir darauf geachtet, dass sich das ver-
wendete mathematische Instrumentarium aus dem Repertoire konstituiert, das in der
mathematischen Propadeutik fiir Okonomen vermittelt wird. AuBerdem werden Kennt-
nisse der Wahrscheinlichkeitsrechnung und induktiven Statistik aus der statistischen
Grundausbildung fiir Okonomen vorausgesetzt, die jedoch bei Bedarf unter Verwen-
dung des von den Autoren im selben Verlag verdffentlichten Statistik-Lehrbuches repe-
tiert werden konnen. Der Schwerpunkt liegt eindeutig in der Vermittlung 6konometri-

schen Basiswissens, das fiir eine empirisch orientierte wirtschaftswissenschaftliche
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Tatigkeit unerlésslich ist. Hierzu dienen nicht zuletzt auch die zahlreichen Beispiele, mit
denen immer wieder der Bezug zur 6konomischen Theorie gesucht wird. Mit Hilfe der
Beispiele sollen auBBerdem die 6konometrischen Techniken anschaulich illustriert wer-
den, was wir bei einer fiir Okonomen adiquaten Prisentation didaktisch fiir unbedingt

erforderlich halten.

Das Okonometrie-Lehrbuch setzt sich aus drei Teilen zusammen. In Teil I wird die
Rolle der Okonometrie in der empirischen Wirtschaftsforschung diskutiert. Hier wird
aufgezeigt, welche Tatbestinde zu beachten sind, damit 6konomische Hypothesen und
Theorie mit der wirtschaftlichen Wirklichkeit konfrontiert werden koénnen. In diesem
Kontext lassen sich generell die Aufgaben der Okonometrie in der empirischen Wirt-
schaftsforschung erortern. Auflerdem werden hier einige Grundkonzepte betrachtet, die

sich auf die 6konometrische Modellbildung beziehen.

In Teil II stehen 6konometrische Eingleichungsmodelle im Mittelpunkt der Betrach-
tung. Ausgehend vom klassischen multiplen Regressionsmodell werden in der 6kono-
metrischen Praxis auftretende Verletzungen der Modellannahmen erdrtert und alterna-
tive Schitzverfahren zur gewohnlichen Methode der kleinsten Quadrate aufgezeigt.
Hierzu gehdren vor allem die verallgemeinerte Methode der kleinsten Quadrate und die
robusten Schitzverfahren. AuBerdem wird das Multikollinearititsproblem diskutiert,
das sich allerdings nicht auf die Modellspezifikation bezieht, sondern ein Datenproblem
ist. Was die 6konometrische Prognose anbelangt, so beschranken wir uns hier auf eine
Skizzierung des Prognoseproblems und einer Darstellung der wichtigsten Giitekriterien.
Dariiber hinaus werden hier spezielle Themenkomplexe wie z.B. 6konometrische Mo-
delle mit qualitativen Variablen, Distributed-Lag-Modelle sowie die Kointegration
behandelt.

Bei der Behandlung 6konometrischer Mehrgleichungsmodelle in Teil 111 steht zun4chst
einmal das Identifikationsproblem im Mittelpunkt der Diskussion. AnschlieBend wird
gezeigt, dass die gewohnliche Methode der kleinsten Quadrate vom Standpunkt der
Inferenzstatistik nicht mehr begriindbar ist. Aus diesem Grund werden alternative
Schitzverfahren, wie z.B. die zweistufige Methode der kleinsten Quadrate, die drei-
stufige Methode der kleinsten Quadrate und die Maximum-Likelihood-Methode bei
voller Information vorgestellt. Die Vektorautoregression nimmt hier eine Sonderstel-
lung ein, da bei dieser Methode eine alternative Modellierungsstrategie verfolgt wird.
Bei dem abschlieBenden Vergleich 6konometrischer Schitzverfahren liegt der Schwer-
punkt auf Simulationsstudien 6konometrischer Modelle, da der analytische Ansatz nur

in Spezialfdllen anwendbar ist.
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Form und Inhalt des vorliegenden Lehrbuchs sind mit durch die Lehrveranstaltungen
zur Okonometrie geprigt, die die Autoren im Fachbereich Wirtschaftswissenschaften
der Universitdt Gh Kassel durchgefiihrt haben. Hierdurch ist vor allem die didaktische
Konzeption stark beeinflusst. Unser Dank hat somit zunéchst einmal den Studenten zu
gelten, die durch ihre Diskussionsbeitrige die Autoren veranlasst haben, einige Stellen
didaktisch noch einmal zu iiberdenken. Frau Dipl.-Volkswirtin Petra Feldotto hat das
vollstandige Manuskript kritisch durchgearbeitet und einige wertvolle Verbesserungs-
vorschlidge gemacht, die wir in der vorliegenden Fassung beriicksichtigen konnten.

Hierfiir sei ihr herzlich gedankt. Danken mochten wir auch Frau cand.rer.pol. Andrea
Eisenberg, die die Graphiken mit groler Sorgfalt angefertigt hat. Frau Iris Rottger hat
das Manuskript gewohnt zuverldssig in eine prisentierbare Form gebracht, wofiir ihr
ebenfalls unser Dank gilt.

Last but not least mochten wir uns bei der Lektorin des Gabler-Verlages, Frau Jutta

Hauser-Fahr, fiir die umsichtige verlegerische Betreuung und angenehme Zusammen-
arbeit bedanken.

Hans-Friedrich Eckey

Reinhold Kosfeld

Christian Dreger
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1. Okonometrie und empirische Wirtschaftsforschung

1.1 Gegenstand und Arbeitsgebiete der Okonometrie

Okonometrische Methoden gehoren inzwischen zu einem festen Bestandteil der empiri-
schen Wirtschaftsforschung. Die Anwendung 6konometrischer Methoden bei der empi-
rischen Untersuchung des Nachfrageverhaltens nach Giitern und Dienstleistungen, des
Geldangebotsprozesses einer Volkswirtschaft, der Investitionstétigkeit sowie einer
Branchen- und Konjunkturanalyse lassen ihre Anwendungsbreite ersichtlich werden.
Wenn die Okonometrie in der empirischen Wirtschaftsforschung eine herausragende
Bedeutung erlangt hat, so sind beide Disziplinen doch voneinander zu unterscheiden. Zu
letzterer Disziplin gehoren namlich auch Methoden der deskriptiven Statistik wie z.B.
Verhiltniszahlen und Indikatoren, der multivariaten Statistik (z.B. Faktorenanalyse,
Clusteranalyse) und der Input-Output-Analyse. In der empirischen Wirtschaftsforschung
steht die Anwendung 6konometrischer Methoden bei 6konomischen Problemstellungen
im Vordergrund. Die Okonometrie stellt ein Methodenspektrum zur Uberpriifung und
Anwendung mathematisch formulierbarer 6konomischer Theorien bereit, das auf die
okonomische Modellbildung abgestellt ist. Okonometrische Methoden werden in der
empirischen Wirtschaftsforschung angewendet, um okonomische Strukturzusammen-

hiange aufzudecken und 6konomische Hypothesen zu testen.

Als Geburtsstunde der Okonometrie wird die Griindung der Econometric Society am
29.12.1930 in Cleveland, Ohio, USA, angesehen. Die ckonometrischen Forschungen,
die zuvor vereinzelt betrieben wurden, sollten dadurch koordiniert werden. Die Ziele
der Econometric Society umreiBen bereits vortrefflich den Gegenstand der Okono-
metrie: "The Econometric Society is an international society for the advancement of
economic theory in its relation to statistics and mathematics. ... Its main object shall be
to promote studies that aim at a unification of the theoretical-quantitative approach to
economic problems." (Frisch, 1933, S. 1) In den Versuchen namhafter Fachvertreter, die
Okonometrie zu definieren und abzugrenzen, kommt immer wieder die fiir die Disziplin
konstituierende Verbindung von ékonomischer Theorie mit der Statistik und Mathema-
tik zum Ausdruck. Die Okonometrie soll dazu beitragen, eine Kluft zwischen der 6ko-
nomischen Theorie und der wirtschaftlichen Realitit abzubauen. Okonometrische Stu-
dien konnen durch die Konfrontation mit der Realitdt zu einer Entwicklung empirisch

gehaltvoller Skonomischer Theorien beitragen. Von dem Grad der Uberwindung der

Hans-Friedrich Eckey, Okonometrie, DOI 10.1007/978-3-8349-7051-0 1,
© Gabler Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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Diskrepanz zwischen den Aussagen der 6konomischen Theorie und der Beobachtung
der wirtschaftlichen Wirklichkeit hiangt letztlich der Erfolg wirtschaftspolitischer Ent-
scheidungen und Mafinahmen ab. Aufgrund dieser Denkweise ergibt sich eine Skepsis
sowohl gegeniiber einer rein "spekulativen" Wirtschaftstheorie auf der einen Seite und

eines "measurement without theory" auf der anderen Seite.

Der Begriff Okonometrie setzt sich aus den beiden griechischen Wortern "oikonomia"
(= Verwaltung, Wirtschaft) und "metron" (=Mal}, Messung) zusammen. Gemessen
werden sollen jedoch nicht etwa 6konomische GroBen wie z.B. das Bruttosozialprodukt,
der Konsum, die Investitionen oder die Exporte, da diese Art von Messung in die
Sphire der Wirtschaftsstatistik féllt. Das Interesse gilt vielmehr der Messung der Bezie-
hungen zwischen 6konomischen GroBen gegebenenfalls unter Einschluss nicht-6kono-
mischer Tatbestdnde. Die wirtschaftstheoretischen Hypothesen brauchen dabei noch
nicht in mathematischer Form vorzuliegen; sie miissen jedoch mathematisch formulier-
bar sein. So wird z.B. in der Geldtheorie eine Geldnachfragefunktion entwickelt, in der
als Argumente z.B. das Aktivitdtsniveau, das Vermogen, Zinssitze und Renditen von
Aktiva u.a. eingehen. Eine solche Geldnachfragefunktion ldsst sich dkonometrisch
schitzen, so dass der Einfluss und die Bedeutung der Determinanten auf die Geldnach-
frage beurteilt werden kénnen. Hieraus erhélt man dann z.B. auch eine Einschétzung der
Einkommens- und Zinselastizitit der Geldnachfrage, womit wichtige Informationen fiir
die Geldpolitik bereitgestellt werden. Von groBer Bedeutung fiir die Geldpolitik ist
aullerdem die Frage nach der Stabilitdt der Geldnachfragefunktion, die 6konometrisch

untersucht werden kann.

Wirtschaftswissenschaftliche Forschungsinstitute verwenden bevorzugt Konjunktur-
modelle, die aus mehreren Gleichungen bestehen, zum Zwecke einer Konjunkturprog-
nose und Politiksimulation. Sie enthalten neben Verhaltensgleichungen wie z.B. einer
Konsum-, Investitions- und Exportfunktion auch die Identititen der Volkswirtschaft-
lichen Gesamtrechnung oder Gleichgewichtsbedingungen. Okonometrische Schitzun-
gen konnen sich auch auf technische Relationen wie z.B. eine Produktionsfunktion oder
institutionelle Beziehungen wie z.B. eine Steuerauftkommensfunktion beziehen. Allge-
mein werden die Hypothesen als Eingleichungs- oder Mehrgleichungsmodelle formu-
liert. Es diirfte klar sein, dass Mehrgleichungsmodelle wie z.B. Markt- und Konjunktur-

modelle groBere Schétzprobleme aufwerfen als Eingleichungsmodelle.

Die Okonometrie zeichnet sich dadurch aus, dass sie die konomische Theorie mit der
wirtschaftlichen Wirklichkeit konfrontiert. Wie bedeutsam diese Konfrontation ist, zeigt
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sich daran, dass es ohne Kenntnis der GroBenordnung von 6konomischen Parametern
nicht einmal immer moglich ist, auch nur die Richtung des Einflusses einer dkono-
mischen Grofe auf eine andere Variable anzugeben. So hédngt es z.B. im Multiplikator-
Akzelerator-Modell von Samuelson von der Parameterkonstellation ab, ob das System
in Schwingungen oder monoton verlduft. Nur im ersteren Fall kommt es empirisch als
Baustein der Konjunkturanalyse in Betracht. Auerdem bietet erst die Einbeziehung der
Fakten die Moglichkeit zu {iberpriifen, ob eine 6konomische Theorie als empirisch

gehaltvoll eingestuft werden kann.

Aus den bisherigen Ausfiithrungen lassen sich vier hauptsédchliche Zwecke erkennen, auf

die eine 6konometrische Untersuchung ausgerichtet sein kann:
e Testen einer 6konomischen Theorie (Hypothese),

e Strukturanalysen zu Planungs- und Entscheidungszwecken,
e Politiksimulation,

e Prognose.

Dabei ist zu beachten, dass sich die verschiedenen Zwecke bei Anwendungen gegen-

seitig bedingen und miteinander verflochten sein konnen.

Die Mathematik dient in der Okonometrie als Mittel der Modellformulierung. Zum
Zwecke einer kompakten Darstellung wird dabei héufig von der Matrizennotation
Gebrauch gemacht. Die induktive Statistik spielt bei der Modellschédtzung eine bedeu-
tende Rolle. Hierzu ist das 6konomische Modell vorab in ein 6konometrisches Modell
zu tiberfithren, was unter Verwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung aufgrund der
Erkenntnis erfolgt, dass sich wirtschaftliche Verhaltensweisen einer deterministischen
Betrachtung entziehen. Die Schitzung und der Test von 6konomischen Parametern wie
z.B. der marginalen Konsumneigung oder der Zinselastizitdt der Investitionen innerhalb
eines Modells konnen im Prinzip mittels statistischer Methoden erfolgen. Allerdings hat
die theoretische Okonometrie aufgrund bestimmter Probleme bei 6konometrischen Mo-
dellen selbst spezielle Schdtz- und Testmethoden entwickelt, die als 6konometrische

Methoden bekannt geworden sind.
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1.2 Okonomische Gesetze und Atialprinzip

Wenn die Okonometrie zu einer Verringerung der Kluft zwischen 6konomischer Theo-
rie und wirtschaftlicher Wirklichkeit beitragen soll, hat man sich Klarheit tiber die Art
der Erkenntnisgewinnung zu verschaffen. In der okonomischen Theorie werden die
Hypothesen im Prinzip deterministisch betrachtet, was unter Riickgriff auf die ceteris
paribus-Klausel eine Rechtfertigung findet. Auf diese Weise ist es moglich, modell-
maBig die Wirkung von Einflussgroflen auf 6konomische Variablen isoliert zu betrach-
ten. So wird im Rahmen der Keynesianischen Theorie z.B. eine makrodkonomische

Konsumfunktion
(1.2.1) C,=Cy+c;-Y,

postuliert, in der der private Konsum C, in der Periode t in Abhéngigkeit vom Einkom-

men Y, betrachtet wird. ! In (1.2.1) gibt C,, den autonomen Konsum wieder, wéhrend ¢,

die marginale Konsumquote bezeichnet. Aus der Konsumfunktion ergibt sich fiir ein
gegebenes Einkommensniveau ein bestimmtes Konsumniveau. Ahnlich wie in den
Naturwissenschaften gibt die Konsumfunktion eine kausale Beziehung zwischen dem
Einkommen und dem Konsum an. Wihrend in den Naturwissenschaften jedoch experi-
mentell die isolierte Wirkung einer Einflussgrofe auf eine interessierende GroBe gemes-
sen werden kann, ist dies in den Wirtschaftswissenschaften in der Regel nicht moglich. 2
Das Beobachtungsmaterial entstammt der wirtschaftlichen Wirklichkeit, so dass sich
hierin auch die Variationen 6konomischer Variablen niederschlagen, die in der Theorie
als konstant betrachtet worden sind. Als Einflussgrofien fiir den Konsum sind neben
dem Einkommen insbesondere auch die Einkommensverteilung und das Vermogen von
Bedeutung. In dem AusmaB, in dem sich diese Einflussgréen verdndern, variiert auch

der Konsum bei gegebenem Einkommen.

Selbst wenn man die Einkommensverteilung EV und das Vermogen V als Argumente in

eine Konsumfunktion aufnehmen wiirde,

(1.2.2) C =C(Y,EV, Vy),

Fir die Diskussion ist es unerheblich, dass bei Einbeziehung des Staates Steuern und Transfers zu
berticksichtigen sind, so dass als relevante Einkommensgrofie hauptsichlich das verfugbare Ein-
kommen in Betracht kommt.

Eine experimentelle Wirtschaftsforschung ist allenfalls in Spezialgebieten der Mikro6konomik reali-
sierbar. In der Makrookonomik kommen Experimente dagegen von vornherein nicht in Betracht.
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wire eine Kausalitdt in dem Sinne, dass gegebene Werte von Y,, EV, und V;, ein be-

stimmtes Konsumniveau erzeugen wiirden, nicht gegeben. Denn eine Vielzahl von
weiteren EinflussgroBBen wie z.B. die soziale Stellung, Erwartungen, finanzielle Mittel,
Altersstruktur und Zinssitze wirken sich ebenfalls auf den Konsum aus, wenn sie auch
isoliert genommen vielleicht nur geringe Effekte zeigen. Das bedeutet, dass der Konsum
keineswegs eine deterministische GroBe ist, wenn die relevanten EinflussgréBen in einer
Konsumfunktion beriicksichtigt worden sind. Vielmehr ist er eine stochastische Grofie

(ZufallsgroBe), bei der ein bestimmter Rest immer unerklért sein wird.

Doch selbst bei einem gegebenen Bedingungskomplex sind 6konomische Groflen nicht
vollstidndig determiniert, da die Wirtschaftssubjekte eine gewisse Freiheit bei ihren Ent-
scheidungen haben. Wie die konkrete Entscheidung aussieht, wird nicht unwesentlich
von den verfligbaren Informationen beeinflusst. In bestimmten Situationen kann ein
Wirtschaftssubjekt durchaus auBer6konomischen Faktoren den Vorrang geben, was
vielleicht als nichtrationale Entscheidung aussehen mag. Auch hieran wird deutlich,
dass das Prinzip der Kausalitit bei einer Uberwindung der Kluft zwischen 6kono-
mischer Theorie und Beobachtung nicht hilfreich ist.

Okonomische Gesetze zeichnen sich dadurch aus, dass bei gegebenen Bedingungen
nicht eine eindeutige Folge resultiert, wie es das Kausalprinzip im strengen Sinne er-
fordert. Vielmehr sind unter gegebenen Randbedingungen alternative Folgen als Resul-
tat okonomischer Entscheidungen denkbar und méglich. So ist z.B. ein bestimmtes Ein-
kommensniveau bei gegebenen wirtschaftlichen Rahmenbedingungen keinesfalls nur
mit einem ganz bestimmten Konsumniveau kompatibel, sondern durchaus mit alterna-
tiven Konsumausgaben, die jedoch unterschiedliche Eintrittswahrscheinlichkeiten
haben. An Stelle des Kausalprinzips tritt daher in der Okonometrie das Atialprinzip,
das besagt, dass den allgemeinen Bedingungen mogliche Folgen 6konomischer Ent-
scheidungen zugeordnet werden konnen, deren Realisation sich aus der zugrunde lie-

genden Wahrscheinlichkeitsverteilung ergibt 3.

Angenommen, das Einkommen Y, ist allein die entscheidende Einflussgrofe fiir die

Konsumausgaben C;. Dann gibt die Beziehung (1.2.1) die systematische Komponente
des gesamtwirtschaftlichen Konsums bei gegebenem Einkommen wieder. Alle weiteren

EinflussgroBen werden durch eine StorgroBe u; erfasst, die die unsystematische Kom-

3 Das Atialprinzip, das auf Hartwig (1956), S. 252ff., zuriickgeht, ist von Menges (1959), S. 611ff.,
als Grundlage fiir die Erkenntnisaufgabe der Okonometrie herausgearbeitet worden. Vgl. auch
Menges (1961), S. 20ff.
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ponente der Konsumausgaben darstellt. Die 6konometrische Formulierung der makro-
Okonomischen Konsumfunktion (1.2.1) lautet demzufolge

(1.2.3) C,=Cy+c;- Y +u, .
Die StérgrofBle u, ist eine Zufallsvariable, deren Wahrscheinlichkeitsverteilung zu spezi-

fizieren ist. Wenn viele Einflussfaktoren auf den gesamtwirtschaftlichen Konsum ein-
wirken, von denen keiner dominierend ist, kann unter Umstinden unter Berufung auf
den Zentralen Grenzwertsatz der Statistik fiir u; eine Normalverteilung angenommen
werden. Okonometrische Schétzverfahren setzen aber nicht notwendig einen bestimm-
ten Verteilungstyp voraus, sondern beschrinken sich z.B. auf die ersten beiden Mo-
mente der Wahrscheinlichkeitsverteilung. Auf jeden Fall muss gesichert sein, dass die
StorgroBe u; keinen systematischen Einfluss mehr auf die zu erkldrende 6konomische
Variable ausiibt, da ansonsten das Modell fehlspezifiziert wére. Wenn z.B. die Ein-
kommensverteilung EV, einen systematischen Einfluss auf das Konsumniveau C; be-

sitzt, miisste sie explizit in die Konsumfunktion aufgenommen werden,
(124) Ct:CO +C1'Yt+C2'EVt+ut N

sofern sie im Untersuchungszeitraum verdnderlich ist. Bei Langsschnittanalysen kann
auch der Fall eintreten, dass die Momente der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Stor-
grofe u, im Zeitablauf nicht konstant bleiben. So ist es z.B. nicht unplausibel, dass ihre
Streuung mit wachsendem Einkommen zunimmt. Um derartige Probleme adiquat zu
behandeln, sind eigens in der Okonometrie spezielle Methoden entwickelt worden.
Wihrend man lange Zeit bestimmte Annahmen als gegeben unterstellte und optimale
Schitzverfahren unter idealen Voraussetzungen suchte, hat man sich in neuerer Zeit
verstirkt einer Uberpriifung von Modellannahmen zugewandt (Kramer, 1991). AuBer-
dem werden bei der Schitzung 6konometrischer Modelle vermehrt auch "Verschmut-

zungen" des Datenmaterials berticksichtigt. 4

4 Unter diesem Aspekt kommt robusten Schitzverfahren eine groBere Bedeutung zu, die jedoch erst

langsam Einzug in die Okonometrie finden. Siche z.B. Koenker (1982); Judge et al. (1985),
S. 828ff.; Amemiya (1985), S. 70ff.
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1.3  Beobachtungsmaterial und statistische Fehler

Das Beobachtungsmaterial fiir 6konometrische Modelle wird tiberwiegend von der
amtlichen Statistik bereitgestellt. Ergdnzend werden vor allem Daten, die von wirt-
schaftswissenschaftlichen Forschungsinstituten bereitgestellt werden, herangezogen. So
erhebt das Ifo-Institut fiir Wirtschaftsforschung, Miinchen, Daten iiber Urteile, Erwar-
tungen und Antizipationen der Unternehmen im Rahmen von Konjunktur- und Investi-
tionstests, die im Gegensatz zu den "harten" Daten der amtlichen Statistik als "weiche"
Daten bezeichnet werden. In diese Kategorie fillt z.B. auch der Konsumklimaindex der
Gesellschaft fiir Konsumforschung (GfK), Niirnberg. Fiir ldnderiibergreifende &kono-
metrische Analysen kann auf zum Teil harmonisiertes Datenmaterial von supranatio-
nalen Organisationen wie z.B. der Organisation fiir wirtschaftliche Entwicklung und
Zusammenarbeit (OECD), Briissel und dem Statistischen Amt der Européischen Ge-
meinschaften (EUROSTAT), Luxemburg, zuriickgegriffen werden.

Bei gesamtwirtschaftlichen und Branchenanalysen werden vor allem Léngsschnittdaten
herangezogen. In der Tat ist ein derartiges Aggregationsniveau in der Okonometrie vor-
herrschend, so dass die 6konometrischen Modelle primir als Zeitreihenmodelle konzi-
piert sind. Es handelt sich hierbei jedoch nicht um eine Zeitreihenanalyse im engeren
Sinne, bei der die Zeitreihen aus sich selbst heraus erkliart werden 3. Vielmehr geht es
hier gerade darum, Beziehungen zwischen Gkonomischen Variablen gegebenenfalls
unter Einbeziehung sozialer und demographischer Einflussgroen aufzudecken. Metho-
den der Zeitreihenanalyse im engeren Sinne konnen aber durchaus in ein &kono-

metrisches Modell integriert werden.

Dennoch lassen sich 6konometrische Methoden gleichermaf3en im Mikrobereich anwen-
den. Hierzu gehoren z.B. die Schitzung der Kostenfunktionen von Unternehmen und
die Ermittlung von Preis-Absatz-Funktionen fiir Produkte. Bei mikro6konomischen
Analysen werden verstirkt Querschnittsdaten, d.h. Daten von statistischen Einheiten aus
einer gegebenen Periode oder zu einem bestimmten Zeitpunkt, verwendet. Fiir mikro-
6konomische Untersuchungen sind spezielle 6konometrische Methoden entwickelt
worden, die das Instrumentarium der Okonometrie in vielfiltiger Hinsicht erweitern

(Ronning, 1991). Allerdings sind Querschnittsanalysen nicht allein auf Mikrodaten be-

5 Wald (1936) bezeichnet derartige zeitreihenanalytische Verfahren als "innere Methode". Die dkono-
metrischen Verfahren kénnen in dieser Betrachtungsweise als "duBlere Methode" bezeichnet werden.
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schriankt. Statistische Einheiten kénnen z.B. auch Branchen und Regionen einer Volks-

wirtschaft oder bei internationalen Studien Linder sein.

Zwischen einer auf Querschnittsdaten basierenden mikro6konomischen Verhaltens-
gleichung und ihrem makrodkonomischen Gegenstiick tritt ein Aggregationsproblem,
das bei einer Kombination von Quer- und Langsschnittsanalysen zu beachten ist. Um
dieses Problem aufzuzeigen, gehen wir von einer mikrookonomischen Konsumfunktion

aus, die fiir den i-ten Haushalt
(131) Ci = Cpi +Cli “Yio i=1,2,...,N
lautet. c; gibt dabei den Konsum und y; das Einkommen des i-ten Haushalts an. AuBer-
dem bezeichnet c(; den autonomen Konsum und c; die marginale Konsumquote dieses
Haushalts. Aggregation von (1.3.1) tiber alle N Haushalte einer Volkswirtschaft fiithrt zu
N N N
D.Ci= D Coit D ChitYis
i=1 i=1 i=1

woraus man mit
N N
C= Zci und CO = ZCOi
i=1 i=1

die Beziehung
N
(1.3.2) C=Cy+Y cy;
i=l
erhélt. Nur in dem Spezialfall ¢;;=c,=...=c |y kann (1.6) unmittelbar in der Form
N
(1.3.3) C=Cy+cy-Y mit Y=ZYi
i=1
geschrieben werden, da dann kein Unterschied zwischen der marginalen Konsum-
neigung auf Mikro- und Makroebene besteht. Aus der Konsumtheorie ist jedoch be-
kannt, dass die marginale Konsumneigung mit zunehmendem Einkommen abnimmt, so

dass allgemein c; # ¢, # ¢y ist. Wenn a; den Anteil des Einkommens des i-ten Haus-

halts am Volkseinkommen Y angibt,
yi=aY,
dann erhidlt man mit

N N
Dcii -y :(Zai 'Cu]Y
i1

i=1
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aus (1.3.2)
N
(134) C=C, +{Zai -c“jY .

i=I
Aus einem Vergleich von (1.3.4) mit (1.3.3) geht hervor, dass die makro6konomische
Konsumneigung ¢, ein gewogenes arithmetisches Mittel der mikrookonomischen Kon-
sumneigungen cy; ist, wobei die Einkommensanteile a; die Gewichte sind. Es zeigt sich
damit, dass die einfache Aggregation, die auf der Variablenebene moglich ist, bei dko-

nomischer Verhaltensgleichung nicht mehr anwendbar ist.

Da der Okonometriker bei empirischen Untersuchungen fast ausnahmslos auf vorhande-
nes Datenmaterial zuriickgreift, hat er stets einzuschitzen, inwieweit es im Hinblick auf
sein Untersuchungsziel in geeigneter Form vorliegt. Sind z.B. die Investitionen in einer
Form abgegrenzt, die es erlaubt, differenzierte Aussagen tiber Determinanten verschie-
dener Arten von Erweiterungsinvestitionen zu machen? In welcher Abgrenzung sollen
das Vermogen oder die Geldmenge herangezogen werden, um addquate Aussagen iiber
die Nachfrage nach dauerhaften Konsumgiitern oder die Inflationsentwicklung machen
zu konnen? Wie muss in letzterem Fall ein Index beschaffen sein, um das Ausmal3 der
Inflation valide messen zu kénnen? Man kann nicht erwarten, dass zwischen einem
o6konomischen Modellbegriff wie z.B. der Inflation und einem statistischen Gattungs-
begriff wie z.B. einem Preisindex eine vollkommene Ubereinstimmung besteht. Aber
die logische Diskrepanz zwischen dem theoretischen Konstrukt und dem statistischen
Konzept darf nicht zu groB3 sein ¢, wenn giiltige Aussagen {iber 6konomische Zusam-
menhiinge gewonnen werden sollen. Der Okonometriker hat daher bei der Interpretation
Adaquationsfehler zu beriicksichtigen, die sich aus der Operationalisierung 6kono-

mischer Begriffe ergeben.

Statistische Fehler treten in verschiedener Form bei der Erhebung und Aufbereitung der
Daten auf (Krug und Nourney, 1987). Problematisch ist, dass Erhebungs- und Aufberei-
tungsfehler im Allgemeinen nicht dazu tendieren, sich gegenseitig auszugleichen. Mess-
fehler lassen sich selbst bei einer sorgfiltigen Planung und Durchfithrung einer Erhe-
bung nicht vollstindig vermeiden, so dass auch qualitativ hochwertige Daten statistische

6 Die Erreichung einer "minimalen logischen Diskrepanz" zwischen einem theoretischen Konstrukt
und einem statistischen Gattungsbegriff kennzeichnet das Addquationsproblem der Wirtschafts-
statistik, das von Hartwig, H. (1956), S.260ff., herausgearbeitet worden ist. Siehe hierzu auch
Grohmann (1985).
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Fehler aufweisen. Bei 6konometrischen Verfahren werden statistische Fehler jedoch
weitgehend vernachléssigt 7.

Bei zu erkldrenden 6konomischen Grofen in Verhaltensgleichungen, technischen Rela-
tionen und institutionellen Beziehungen kénnen allerdings Messfehler unter den explizit
beriicksichtigten Zufallsfehlern subsumiert werden. Die 6konometrische Formulierung

der makrookonomischen Konsumfunktion (1.2.1) lautet demzufolge
(135) Ct =C0 +Cl'Yt+ut .

wobei u; als Zufallsvariable eine Storgrofe bezeichnet, deren Wahrscheinlichkeitsver-

teilung noch zu spezifizieren ist. Die Zufallsvariable u, trigt dem stochastischen

Charakter 6konomischer Gesetze Rechnung. Unter diesem Aspekt treten Messfehler bei
KonsumgroBen in den Hintergrund, denn sie kénnen ohne weiteres durch die Storgrofie
u, erfasst werden. Erklédrende Variablen in einem Eingleichungsmodell wie z.B. hier das
Einkommen werden jedoch in der Regel als gegeben angesehen, was bedeutet, dass
auch Messfehler vernachlissigt werden. Gleichwohl wiirde eine stochastische Behand-
lung derartiger Grofen keine substantiellen Unterschiede hervorbringen, sofern be-
stimmte statistische Voraussetzungen erfiillt sind 8. Erhebungs- und Messfehler bleiben
insbesondere auch bei Identititen wie z.B.

(1.3.6) Y, =C, +1,

mit I; als Investition in der Periode t aufler Betracht. Die Identitit (1.3.6) ergibt sich
definitorisch aus der Volkswirtschaftlichen Gesamtrechnung fiir eine geschlossene
Volkswirtschaft ohne staatliche Aktivitit. Wie spiter noch zu zeigen sein wird, ergeben
sich fiir die marginale Konsumquote unterschiedliche Schitzwerte, je nachdem, ob man

sie isoliert aus der makrookonomischen Konsumfunktion (1.3.5) oder unter Berticksich-

tigung der Identitdtsgleichung (1.3.6) ermittelt.

7 Eine Ausnahme bilden die Fehler-in-den-Variablen-Modellen, die sich jedoch in der Regel auf Zu-
fallsfehler beschranken. Siehe hierzu z.B. Schneeweill (1992), S. 216ff. Systematischen Fehlern in
Form von Ausreiflern wird bei robusten Verfahren eine besondere Aufmerksamkeit gewidmet.
Hauptsédchlich muss die erkldrende Variable unkorreliert mit der Storgro3e sein. Siehe hierzu Schon-
feld (1971), S. 1ff.
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1.4  Variablen- und Modelltypen

In der Okonometrie werden Skonomische Hypothesen vor allem durch lineare Modelle
dargestellt, was auf verschiedene Griinde zuriickgefiihrt werden kann. Vielfach macht
die Wirtschaftstheorie keine Aussage liber die Form der "kausalen" Beziehungen
zwischen den Okonomischen Variablen. Die Modellierung einer Hypothese in Form
einer linearen Beziehung entspricht dann dem Einfachheitspostulat (Assenmacher und
Braun, 1981). Grundsitzlich ist ein einfacheres Modell einem komplexeren Modell vor-
zuziehen, wenn eine sophistiziertere Modellierung keinen wesentlichen Vorteil an Er-
kenntnis und Information mit sich bringen wiirde. Innerhalb eines bestimmten Bereichs
lasst sich praktisch jedoch fast jede Funktion durch eine lineare Beziehung approximie-
ren. AuBlerdem konnen nichtlineare Modelle oft durch eine geeignete Transformation

linearisiert werden. So kann z.B. die Produktionsfunktion vom Typ Cobb-Douglas
(141) Y, =oa-LP.KV.e" |

in der Y die gesamtwirtschaftliche Produktion, L den Arbeitseinsatz, K den Kapitalein-
satz und u, eine StorgrofBe bezeichnen, durch Logarithmierung in die lineare Form

(142) Y, =a +B-L,+y-K| +u,
mit
Y, =InY,, Ly =InL, und K| =InK,

tiberflihrt werden. Die Cobb-Douglas-Produktionsfunktion (1.4.2) stellt ein lineares Re-

gressionsmodell dar, das z.B. mit der Methode der kleinsten Quadrate geschitzt werden
kann, sofern die Storgrofe u, bestimmte Voraussetzungen erfiillt.

Bei 6konometrischen Eingleichungsmodellen sind praktisch nur zwei Typen von
Variablen zu unterscheiden. Wihrend hierbei stets eine Variable durch die Hypothese
erklért werden soll, kommen als erkldrende Variablen eine oder mehrere Einflussgréfen
in Betracht. Im Rahmen eines Regressionsmodells wird die zu erklidrende Grofe als

Regressand bezeichnet; die erklirenden GroBen heilen Regressoren. Bei der Cobb-
Douglas-Produktionsfunktion ist die gesamtwirtschaftliche Produktion Y, der Regres-

sand und die Produktionsfaktoren Arbeit L, und Kapital K, sind die Regressoren.
Mathematisch handelt es sich dabei um die abhéngige Variable auf der einen Seite und

die unabhiingigen Variablen auf der anderen Seite. In der Okonometrie hat sich fiir die
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zu erklirende Variable der Begriff endogene Variable eingebiirgert und die erkldren-
den Variablen werden exogene Variablen genannt. Die Storgrofle u, ist eine latente

Variable, da sie nicht direkt beobachtbar ist.

Letztere Unterscheidung ist vor allem bei 6konometrischen Mehrgleichungsmodellen
von grofler Bedeutung, die vor allem zum Zwecke der Konjunktur- und Branchen-
analyse sowie zur Politiksimulation herangezogen werden. Ein 6konometrisches Mehr-
gleichungsmodell haben wir schon kennen gelernt, indem wir die Keynesianische Kon-
sumfunktion (1.2.3) durch die aufgrund der Kreislauftheorie zu fordernde Identitét
(1.3.6) erweitert haben °:

Ci=a+B-Y;+u,

Y =C +1,.

In diesem Keynesianischen Grundmodell sind der Konsum C; und das Einkommen Y,

endogene Variablen, da diese Groflen modellimmanent erkldrt werden. Nicht erklért
werden dagegen die Investitionen I;, die exogen vorgegeben werden miissen. Héufig
werden in gesamtwirtschaftlichen Modellen demographische Gréflen wie z.B. die Be-
volkerung und die Altersstruktur nicht durch das 6konometrische Modell erklirt, so dass
sie exogene Variablen sind. Ob die Variablenwerte aus Bevolkerungsprognosen, Zeit-
reihenanalysen oder anderen Berechnungen stammen, ist bei der Klassifizierung uner-
heblich. Als exogen werden oft ebenso wirtschaftspolititische SteuerungsgroBen wie
z.B. der Diskontsatz oder ein Steuersatz betrachtet. Gleiches trifft auf die Staatsaus-
gaben zu, die ebenfalls in der Regel nicht innerhalb eines 6konometrischen Modells er-
kléart werden.

Wenn sich in einem 6konometrischen Modell endogene Variablen gegenseitig beein-
flussen, spricht man von einem interdependenten Modell. Das hier betrachtete ge-
samtwirtschaftliche Modell ist interdependent, da der Konsum iiber die Konsumfunk-
tion abhingig vom Einkommen ist und es andererseits eine Riickkoppelung in der Form
gibt, dass das Konsumniveau das gesamtwirtschaftliche Einkommen determiniert. In
einem Pfeilschema 19 ldsst sich ein interdependentes Modell dadurch erkennen, dass in
einer gegebenen Periode Pfeile, die die "kausale" Wirkung widerspiegeln, von einigen
Variablen in beide Richtungen verlaufen (s. Abbildung 1.4. 1).

9 Dieses einfache 6konometrische Mehrgleichungsmodell dient hier natiirlich nur zu Beispiels-
zwecken. Okonometrische Mehrgleichungsmodelle, mit denen wirtschaftspolitische MaBnahmen
analysiert und Wirtschaftsablaufe prognostiziert werden, bestehen hiufig aus iiber 100 Gleichungen.
Die Verwendung eines Pfeilschemas zur Darstellung der Abhangigkeitsstruktur in interdependenten
o6konometrischen Modellen geht auf Tinbergen (1939, S. 75f.) zuriick.
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Abbildung 1.4. 1: Pfeilschema fiir das Keynesianische Grundmodell

t-1 t t+1

Cc ° ° °
| ° ° °
Y ° ° °

Ein rekursives Modell liegt dagegen vor, wenn der Einfluss der Variablen nur in eine
Richtung verlduft. Man kann sich vorstellen, dass die Schétzung eines rekursiven Mo-
dells nicht so verwickelt ist wie bei einem interdependenten Modell, da die endogenen
Variablen sukzessive durch die Modellvariablen erkldrt werden. Obwohl anfangs ver-
sucht wurde, die wirtschaftliche Wirklichkeit in Form von rekursiven Modellen abzu-
bilden (Wold, 1954), hat sich diese Vorgehensweise als wenig Erfolg versprechend er-
wiesen. Ohne eine Berticksichtigung von Riickkoppelungseffekten und Wechselwirkun-
gen zwischen Okonomischen Variablen hédlt ein 6konometrisches Mehrgleichungs-
modell einer Konfrontation mit der Realitit im Allgemeinen nicht stand.
Okonometrische Mehrgleichungsmodelle, die wirtschaftspolitische Relevanz bean-
spruchen, sind heutzutage praktisch durchweg interdependente Modelle. Aus diesem
Grund verzichten wir auf eine ausfiithrliche Diskussion der rekursiven Modelle; stattdes-
sen sollen noch einige Charakteristiken interdependenter Modelle betrachtet werden.

Einem okonometrischen Mehrgleichungsmodell kann man es nicht notwendig "an-

sehen", welche Variablen endogen und exogen sind. Wenn z.B. das Marktmodell
(143) =0 +By-pe+y-y, +uy

(144)  q =y +B;y-py+uy

(145  a =qf =q

die Mengen q, und Preise p, eines Gutes simultan erkldren soll, sind diese beiden Gro-

Ben die endogenen Variablen, obwohl der Giiterpreis p; auf der rechten Gleichungsseite
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erscheint. Wihrend die Nachfragefunktion (1.4.3) als exogene Variable das Einkommen
y, enthilt, geht in die Angebotsfunktion (1.4.5) keine weitere erkldrende Variable mehr

ein. u; und u, sind die Storvariablen des Marktmodells. Aufgrund der Gleichgewichts-
bedingung (1.4.5) konnten die nachgefragten und angebotenen Mengen q{\] und qf
durch die gleichgewichtige Menge q; substituiert werden. Wie wir spéter sehen werden,
ist das Marktmodell nach den gemeinsam abhéngigen Variablen p; und q; aufzuldsen,

damit es einer 6konometrischen Schitzung zuginglich wird. Die "kausalen" Beziehun-
gen zwischen den Variablen des Marktmodells sind unter Beriicksichtigung der Gleich-

gewichtsbedingung (1.4.5) in Abbildung 1.4. 2 durch ein Pfeilschema wiedergegeben.

Abbildung 1.4. 2: Pfeilschema fiir das Marktmodell

t-1 t t+1
q ° ~ e ~/ e
p ° o °
y ° ° °

In den bisher betrachteten Modellen haben die Variablen in allen Gleichungen den
gleichen Zeitindex. Je kleiner jedoch die Grundperiode t ist, auf die sich die Variablen
beziehen, umso mehr sind verzogerte Anpassungen der Wirtschaftssubjekte zu bertick-
sichtigen. Wenn z.B. die Unternehmer fiir eine Anpassung der Angebotsmengen an die
aktuellen Preise aufgrund der Produktionsstruktur einen Monat benétigen, so wire zwar
bei einem Vierteljahres- oder Jahresmodell das Marktmodell (1.4.5) bis (1.4.5) durchaus
eine addquate Nachbildung des Marktprozesses. Im Falle von Monatsdaten miisste da-
gegen der aktuelle Gliterpreis p, in der Angebotsfunktion durch den Preis p,; der Vor-

periode ersetzt werden:

(144)  qp =0y +B;yprj+uy .
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Der Giterpreis p,_; ist eine zeitlich verzogerte Variable. In Abbildung 1.4. 2 ist die ver-

zogerte Anpassung durch die gestrichelten Pfeile dargestellt, die die Uberginge von
einer Periode zu der nichsten Periode aufzeigen. Die kleinen Pfeile wiirden bei einer
Ersetzung der Angebotsfunktion (1.4.4) durch (1.4.4") entfallen. In diesem Fall liegt ein
Marktmodell mit verzogerter Angebotsanpassung vor.

Verzogerungen (lags) kénnen mithin nicht nur bei den exogenen Variablen auftreten,
sondern gleichermallen bei den endogenen Variablen. Letztere weisen in einem gewis-
sen Sinne einen "doppelten" Charakter auf. Einerseits werden diese GréBen durch das
Modell erklart. Andererseits sind sie in einer gegebenen Periode bekannt, so wie dies
bei den exogenen Variablen vorausgesetzt wird. Aus diesem Grund gehoren sie unter
Berticksichtigung des ersteren Gesichtspunkts zwar zu den endogenen Variablen. Letz-
terer Aspekt ldsst es jedoch auch sinnvoll erscheinen, sie mit den exogenen Variablen in
Verbindung zu bringen. Bei Okonometrischen Modellen werden die verzogerten
endogenen Variablen und die exogenen Variablen zusammen als priddeterminierte

(vorherbestimmte) Variablen bezeichnet.

Anhand eines einfachen makrodkonomischen Modells sollen die verschiedenen Vari-
ablentypen zusammenfassend herausgestellt und der Modelltyp identifiziert werden:

(146) C1 = Bl] +B12 'Yt +B13 'Ct—l +u|t
(1.4.7) Lo=By +By Yo +By - Y, +uy,
(148) Y, =C, +I +A, +(EX, ~IM,)

mit den makro6konomischen Variablen

Y  Bruttosozialprodukt
C  Privater Verbrauch

1 Investitionen

A Staatsverbrauch
EX Exporte

IM  Importe.

Fiir die Storvariablen ist die iibliche Bezeichnung u verwendet worden. Der Konsum-

funktion (1.4.6) liegt die Habit-Persistance-Hypothese (Brown, 1952) zugrunde, nach
der der private Verbrauch C; in einem Zeitraum t von dem Einkommen Y, der aktuellen

Periode t und dem Konsumniveau C,_; der Vorperiode t-1 abhiingig ist. Die Investitions-

funktion (1.4.7) gibt ein verallgemeinertes Akzelerationsprinzip wieder. Dass dies der
Fall ist, zeigt sich, wenn man f3,, = —f8,, setzt, wonach die Investitionen I, in der Peri-
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ode t durch die Verdnderung der Nachfrage der Vorperiode, Y, ;-Y,, determiniert wer-
den. Der Koeffizient 3,, muss demzufolge ein negatives Vorzeichen haben. Gleichung
(1.4.8) ist eine Definitionsgleichung, durch die das Bruttosozialprodukt nach seiner Ver-

wendung definiert wird.

In dem gesamtwirtschaftlichen Modell der Gleichungen (1.4.6) bis (1.4.8) werden der
Private Verbrauch, die Investitionen und das Bruttosozialprodukt erkldrt. Sie werden als
gemeinsam abhingige (=endogene) Variablen bezeichnet. Nicht erklart werden da-
gegen der Staatsverbrauch, die Exporte und die Importe, die damit die exogenen Vari-
ablen des 6konometrischen Modells sind. Der Private Verbrauch und das Bruttosozial-

produkt gehen auflerdem mit einer Verzogerung von einer Periode bzw. einer und zwei
Perioden als zu erkldrende Variablen in das gesamtwirtschaftliche Modell ein. A, EX|,

IM,, C._;, Y.; und Y, bilden mithin die Gruppe der priadeterminierten Variablen.

In unserem makrodkonomischen Modell ist Y in (1.4.6) eine erkldrende Variable fiir C,
und in (1.4.8) ist umgekehrt C eine erklédrende Variable fiir Y. Beide GroBen beeinflus-
sen sich gegenseitig, so dass ein interdependentes Modell vorliegt. AuBerdem ist das
Modell dynamisch, da die endogenen Variablen C und Y in verzdgerter Form vorkom-
men. Modelle, die sich auf eine Periode beziehen oder in denen nur exogene Variablen
verzogert auftreten, heilen statisch. Ob ein konometrisches Modell dynamisch oder
statisch ist, hingt allein davon ab, ob es verzogert endogene Variablen enthilt. Die
dynamischen Eigenschaften eines 6konometrischen Modells haben vor allem bei einer

Konjunkturanalyse eine gro3e Bedeutung.
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Aufgaben

(1.1) Erliutern Sie die konstitutionellen Elemente der Okonometrie!

1.2) Grenzen Sie das Atialprinzip gegeniiber dem Kausalprinzip ab!

1.3) Zeigen Sie das Aggregationsproblem anhand einer Produktionsfunktion

vom Typ Cobb-Douglas
Y =LK’

auf, in der Y den Output, L den Arbeitseinsatz und K den Kapitaleinsatz

bezeichnen!

(1.4) Welche Variablentypen sind in einem Skonometrischen (Mehrgleichungs-)

Modell zu unterscheiden?

(1.5) Diskutieren Sie anhand zweier 6konomischer Beispiele die Erforderlichkeit
eines Einsatzes interdependenter Modelle!



2. Okonometrische Eingleichungsmodelle
2.1 Das multiple Regressionsmodell

2.1.1 Modellspezifikation

In der 6konomischen Theorie werden Verhaltensgleichungen entwickelt, in denen eine
okonomische Variable wie z.B. der Konsum oder die Investitionen in Abhéngigkeit von
bestimmten EinflussgréBBen betrachtet wird. So gibt z.B. die makroékonomische Kon-
sumfunktion im keynesianischen System die Beziehung zwischen dem Privaten
Verbrauch und dem verfiigbaren Einkommen an. Die Habit-Persistance-Hypothese un-
terstellt auBerdem einen Einfluss des in der Vergangenheit realisierten Konsumniveaus
auf die Verbrauchsausgaben. Auch zur Erkldrung des Investitionsvolumens bietet die
Okonomische Theorie alternative Ansétze. Wihrend die Akzeleratorhypothese auf die
Verdnderung der Nachfrage abstellt, steht bei einer Investitionsfunktion, in der die Ge-
winne als unabhingige Variable eingehen, die Finanzierungsseite im Mittelpunkt der
Analyse des Investitionsverhaltens. In all den genannten Fallen handelt es sich um Ein-
gleichungsmodelle, bei denen bestimmte 6konomische Hypothesen untersucht werden.
Die Relevanz von Feedback-Effekten wird im Rahmen Okonometrischer Mehr-

gleichungsmodelle behandelt.

Bei Eingleichungsmodellen ist eine endogene Variable von einer oder mehreren exoge-
nen Variablen abhédngig. Die endogene Variable ist durch ein dkonometrisches Modell
zu erkldren, das sich aus einer systematischen und einer unsystematischen Komponente
zusammensetzt. Bei linearen Modellen ist die systematische Komponente durch eine
Linearkombination der k exogenen Variablen X;,X,...,X}; und die unsystematische
Komponente durch eine Storvariable u, gegeben. Das 6konometrische Eingleichungs-

modell lautet dann allgemein

(2.1.1) yi =B1+PB2 Xot +ooo + P Xt TUg, t=12,..1,

wobei der Index t die Beobachtungsperiode oder den Beobachtungszeitpunkt angibt!!.

Obwohl wir bei der Modelldarstellung primér auf zeitbezogene Variablen abstellen, kann das &ko-
nometrische Eingleichungsmodell gleichermafBlen bei Querschnittsanalysen eingesetzt werden. Der
Index t wiirde dann z.B. fur den t-ten Haushalt oder das t-te Unternehmen stehen. Allerdings stellen
einige Modellkonzeptionen speziell auf zeitliche Beobachtungen ab.

Hans-Friedrich Eckey, Okonometrie, DOI 10.1007/978-3-8349-7051-0 2,
© Gabler Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011
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Gelegentlich wird bei der methodischen Diskussion auf die gleichwertige kompaktere
Modellform

k
Yt=ZBj'th+ut=X'tﬁ+ut
=1

mit

x't=(1 Xop - th) und [3'=(B1 By ... Bk)
1xk Ixk

zuriickgegriffen. B,B,,...,py sind die Regressionskoeffizienten, die fiir den Stiitzbe-
reich von t=1 bis t=n aus dem Datenmaterial zu schitzen sind. Die exogene Variable X,

hat hierin die Funktion einer Scheinvariablen, die fiir alle t gleich 1 gesetzt wird. Da-
durch ist der Regressionskoeffizient 3, als absolutes Glied oder Achsenabschnitt inter-

pretierbar. Die RestgroBe u, stellt einen nicht beobachtbaren stochastischen Storterm
dar, fiir den die Annahmen

(2.1.2) E(u)=0 fiir alle t=1,... n
(2.13)  E(u})=¢ fir alle t=1,...n
(2.1.4) E(uuj)=0  fiirj=0

getroffen werden. Wegen (2.1.2) ist der Erwartungswert der Storvariablen in allen Peri-

oden gleich 0, was bedeutet, dass vom Stérterm keine systematischen Einfliisse auf die
endogene Variable y, ausgehen. Anders ausgedriickt, impliziert diese Annahme, dass

durch die k exogenen Variablen X;,Xy,...,Xy; sdmtliche systematischen Einfliisse auf
y; modelliert sind. Die Annahmen (2.1.3) und (2.1.4) werden erst an spéterer Stelle (Ka-

pitel 2.3) ausfiihrlicher diskutiert, so dass hier lediglich ihre Bedeutung skizziert wird.
Wegen E(u,)=0 ist die Varianz der Stérvariablen durch

Var(ut ) = E[ut - E(ut )]2 = E(u%)
gegeben. Mit (2.1.3) wird also unterstellt, dass diese Varianz im Zeitablauf konstant
gleich o2 ist. Man bezeichnet diese Voraussetzung als Annahme der Homoskedastizitét.

Da E(u,)=0 ist, wird in (2.1.4) eine Annahme {iber die Kovarianz zwischen den Stor-

termen unterschiedlicher Perioden formuliert:

Cov(ug,uy_j) = E[(u, ~ E(u)(u,_j ~ E(u)] = E(uu;) -
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Speziell wird angenommen, dass zwischen den Storgrofen verschiedener Zeitpunkte
keine linearen Abhéngigkeiten bestehen, so dass ihre Kovarianz und damit auch die
Korrelation gleich 0 ist. Man spricht bei Geltung von (2.1.4) auch von fehlender Auto-
korrelation, weil sich hier die Annahme iiber die Korrelation auf nur eine Zufalls-

variable bezieht, die zu unterschiedlichen Zeitpunkten betrachtet wird.

Gleichung (2.1.1) gilt fur alle Beobachtungszeitpunkte t=1,...n, so dass man ausfiihr-

licher
yi = Bt Boxort+ Baxzi+ ot Pixggt oy
Yo = PBit+ Poxgpt PBasxppt+ o+ PiXpot+ up
Yo = Bit+ Baxont+ Bsxsnt ot BiXmt Uy

schreiben kann. Mit den Vektor- und Matrizendefinitionen

Y1 I xpp -+ Xy uy B1

1 x e X u
y=| Y2 ] x=| b e e | (P
Yn 1 Xon 7 Xkn Up Bk

ist das obige Gleichungssystem kompakter als
y=X B+ u

(nx1) (nxk) (kx1) (nx1)

(2.1.5)

darstellbar. Unter den Vektoren und Matrizen wird in Klammern jeweils ihre Dimension
angegeben. So ist z.B. X eine nxk-Matrix, d.h. die Matrix X besteht aus n Zeilen, die
die Beobachtungen reprisentieren und aus k Spalten, die fiir die exogenen Variablen
stehen. Das Element Xits j=1,2,...k; t=1,...,n bezeichnet somit die Beobachtung der j-ten
exogenen Variablen in der Periode t. Die erste Spalte in der X-Matrix enthilt die Werte
der Scheinvariablen xy,, die fiir alle t gleich 1 sind.

Mit der eingefiihrten Schreibweise lassen sich auch die Annahmen iiber die Storterme

(2.1.2) bis (2.1.4) kompakter formulieren. Aquivalent wird nun

@16 Ew= 0

(2.1.7) Cov(u)=E(uu') =c’ ( I

nxn)
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unterstellt. Mit (2.1.6) kommt zum Ausdruck, dass der Vektor der erwarteten Storterme
dem Nullvektor entspricht,

Uy E(u;) 0

u E(u 0

gl V2 |- (' 2)|_ .

>

u, E(u,) 0

und somit der Erwartungswert der Storterme u; zu jedem Zeitpunkt gleich 0 ist. Glei-
chung (2.1.7) enthilt sowohl die Annahme homoskedastischer Storterme als auch die
Annahme einer fehlenden Autokorrelation. Da u ein nx1-Vektor ist, ist der transpo-

nierte Vektor u' von der Dimension 1xn. Somit bezeichnet uu' eine nxn-Matrix, die die

Form

u 2

1 uj ujuy -0 uqug,
2

u usu u co+ Usnu
w'=| 2| (g, )= 202 20
u 2
n unul unuz un

hat. Durch Bildung des Erwartungswerts erhélt man

Ew?) E(uu,y) - E@ug)) (62 0 - 0
Cov(u) = E(uu') = E(u?ul) E(l.l%) E(u?un) _ 0 >
E(u,yuy) E(ujuy) - E(uﬁ) 0 02

wobei die Annahmen (2.1.3) und (2.1.4) ausgenutzt werden. E(uu') ist die Varianz-Ko-
varianz-Matrix der Storvariablen uy, die unter den Annahmen der Homoskedastizitét

und fehlender Autokorrelation eine Diagonalmatrix ist. Der Skalar 62 kann noch vor die

Matrix gezogen werden, so dass man schlieBlich die Darstellung

1 0 --- 0
0 1

Cov(u) = E(uu") =02 , . =621
0 1

erhilt, worin I die nxn-Einheitsmatrix bezeichnet 12,

12° Statt Varianz-Kovarianz-Matrix wird oft einfacher die Bezeichnung Kovarianzmatrix verwendet, da

die Varianz als Spezialfall der Kovarianz interpretierbar ist.
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Wegen der Einbeziehung der Storterme ist das Modell (2.1.5) stochastisch. Die k erkla-
renden Variablen werden als feste, deterministische GroBen interpretiert, so dass keiner-
lei Abhingigkeiten zwischen ihnen und den Stortermen bestehen. Da y somit eine Line-
arkombination des Vektors u ist, bezeichnet dieser Vektor eine n-dimensionale Zufalls-

variable, deren Erwartungswert mit (2.1.6) durch den nx1-Vektor

(2.1.8) E(y)=E(XB+u)=E(XB)+E(u)=Xp

gegeben ist. Die Storungen erfolgen daher nicht systematisch, so dass die endogene Va-
riable im Mittel korrekt durch die exogenen Variablen erklart wird. Fiir die nxn-Ko-

varianzmatrix von y erhélt man
E[(y—E())(y—E(¥)']=E[(y-XB)(y - XP)]

wegen (2.1.8) und

(2.1.9) E[(y—XB)(y-XB)']=E(uu') =0c’1

aufgrund von (2.1.7) und (2.1.5). Die Kovarianzmatrix der endogenen Variablen ist also

gleich der entsprechenden Matrix der Storvariablen.

In Gleichung (2.1.5) sind die Elemente im y-Vektor und in der X-Matrix beobachtbar.
Die Parameter im Vektor B, die die quantitativen Einfliisse der exogenen Variablen auf
die endogene Variable angeben, sind dagegen unbekannt und miissen somit geschétzt

werden. Wir werden daher zunichst die grundlegende Schétztechnik zu erértern haben.
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2.1.2  Methode der kleinsten Quadrate (OLS-Methode)

Um Schitzwerte fiir die k Parameter im Vektor f zu erhalten, wird ein Kriterium be-

notigt, an dem sich der Schitzalgorithmus orientiert. Ublicherweise wird dabei von der
gewohnlichen Methode der kleinsten Quadrate (Ordinary Least Squares = OLS) ausge-
gangen. Die Begriindung fiir diese Vorgehensweise liegt in den Gliteeigenschaften, die
diese Schitzmethode unter den gegebenen Annahmen impliziert und die spiter genauer

diskutiert werden. Das Kriterium der kleinsten Quadrate verlangt, dass die Parameter im
unbekannten Vektor B so festzulegen sind, dass sich fiir die Summe der quadrierten

Storterme ein Minimum ergibt. Die Summe der quadrierten Storterme ist zundchst
durch

n
(2.1.10)  S=>uf=u'u
t=1

gegeben. Durch Einsetzen von (2.1.5) erhédlt man
S=(y—Xp) (y-Xp)
oder
(2.1.11)  S=y'y-y'Xp-p'X"y +p'X"'Xp
aufgrund der Regeln iiber die Matrizenmultiplikation 13. Die rechte Seite von (2.1.11)

l4sst sich noch weiter vereinfachen. Da alle Terme Skalare sind und ein Skalar nach

seiner Transponierung erhalten bleibt, ist

[B'X'y]=YXB
Ixk Kxnpxi

so dass sich schlieBlich als Summe der quadrierten Storterme
(2.1.12)  S=y'y-2y'Xp+p'X'Xp

ergibt. Das Kleinst-Quadrate-Kriterium verlangt nun, dass die Parameter im Vektor p

so festzulegen sind, dass die Summe S minimiert wird. Dazu ist die Quadratsumme
nach dem Vektor B zu differenzieren.

13 Insbesondere wird von der Regel (Xp)=p'X' Gebrauch gemacht.
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Bei der Differentation wird die Ableitung des Skalars y'y gleich 0, weil er nicht von B
abhingig ist. Der Ausdruck -2y'Xp ergibt, abgeleitet nach B, -2X'y, wihrend die Ab-
leitung des dritten Terms, der durch p'X'Xp gegeben ist, 2X'Xp ergibt 4.

Zusammenfassend erhilt man somit

ds , ,
(2.1.13) e =2Xy +2(XX)B

Notwendige Bedingung fiir ein Minimum von S ist, dass diese erste Ableitung nach f

gleich dem Nullvektor 0 ist. Damit ergibt sich
—2XYy +2(XX)B=0
und nach Division durch 2 sowie anschlieBender Umstellung

2.1.14)  (XX)B=XYy .

Mit (2.1.14) ist ein Gleichungssystem entstanden, das aus k Gleichungen besteht. Diese
Gleichungen werden als Normalgleichungen bezeichnet. Die Schitzer [31 ,BQ, ..... ,Bk

nach der Methode der kleinsten Quadrate (OLS-Schétzer) bilden nun den Vektor ﬁ , fir

den die Normalgleichungen erfiillt sind. Man erhélt ihn nach Inversion der Matrix X'X,

(2.1.15)  p=(XX)"'Xy,

sofern die Inverse von X'X existiert. Wenn der in (2.1.15) unbekannte Vektor f durch

B geschitzt wird, ist die Quadratsumme der Storterme minimal. Die hinreichende Be-

dingung ist hier stets erfiillt, da das Minimum einer quadratischen Funktion gesucht ist.

Fiir die Herleitung des OLS-Schétzers ﬁ in (2.1.15) muss vorausgesetzt werden, dass

die Inverse (X'X)"! der symmetrischen kxk-Matrix X'X existiert. Wie gezeigt werden

kann, ist das genau dann der Fall, wenn die Datenmatrix X vom Rang k ist,

(2.1.16) rgX)=k,

was voraussetzt, dass die erkldrenden Variablen linear unabhéngig voneinander sind. Da

die Matrix X'X stets den gleichen Rang wie die Datenmatrix X hat,

14 Hierbei sind die folgenden Regeln fiir die Differentation von Vektoren und Matrizen zu beachten:

(a) Wenn y=a'x ist, dann ist dy/dx= a , wobei y ein Skalar und a und x Vektoren sind.
(b) Wenn y=x'Ax ist, wobei A eine symmetrische Matrix (A=A") bezeichnet, gilt dy/dx=2Ax.
Speziell kommen hier diese Regeln mit a'=2y'X und A=X'X zur Anwendung.
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rg(X) = rg(X'X) =k,
ist dann eine Berechnung der Inversen (X'X)-! moglich.

Wenn die Anzahl n der Beobachtungen die Anzahl k der exogenen Variablen (einschl.
der Scheinvariablen) tibersteigt, so ist die Voraussetzung (2.1.16) im Allgemeinen er-
fiillt. Denn bei empirischen Daten liegen dann in der Regel keine exakten linearen Ab-

hingigkeiten zwischen den Beobachtungswerten der erkldrenden Variablen vor 15,

Wenn jedoch die Anzahl der erkldrenden Variablen die Anzahl der Beobachtungen {i-
bersteigt, also n<k ist, kann der Rang von X maximal gleich n sein, so dass in diesem
Fall

rg(X) =rg(X'X)=n<k
gilt. Da X'X jedoch eine kxk-Matrix ist, kann in dieser Situation ihre Inverse nicht be-
rechnet werden, so dass keine Schitzwerte flir die Regressionskoeftizienten B,83,,...,By

bestimmbar sind. Eine Schétzung des Parametervektors B setzt somit stets voraus, dass
mehr Beobachtungen vorliegen als exogene Variablen in das Regressionsmodell einbe-

zogen werden.

Nach der OLS-Schétzung geht das okonometrische Eingleichungsmodell (2.1.1) in die

geschitzte Regressionsgleichung

(21.17)  ye =Py +Psy Xp +.+ Py Xp + 0y, t=12..1

tiber. Hierin geben ﬁl,BP ..... ,Bk die geschitzten Regressionskoeffizienten an. 0 ist das

Residuum (= geschitzter Wert der Storgrofie) der Periode t. Die Regressionswerte v,

die als geschitzte Werte der abhidngigen Variablen y; bei gegebenen x-Werten interpre-

tiert werden konnen, lassen sich aus der Beziehung

(2118) 9t =B1+BZ'X2t+...+Bk'th, t=1,2,...n

errechnen. Der Vektor y der Regressionswerte y,, y=(y; ¥, ... ¥n)', kann aus dem
Matrixprodukt Xﬁ bestimmt werden:

(2.1.19)  y=X-B.

15 Allerdings lassen sich oft hohe Korrelationen zwischen den exogenen Variablen feststellen, die zwar
nicht die Berechnung des OLS-Schitzers B in Frage stellen, jedoch gewisse Schitzprobleme auf-

werfen. Diese Problematik wird spéter unter dem Begriff Multikollinearitdt aufgegriffen und er-
ortert.
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Mit (2.1.17) und (2.1.18) sind die Residuen 1 durch

(2.1.20)  Gy=y{—¥¢ t=12,..,n

oder kompakt durch

(2121) dG=y-y

mit @=(0; G, ... 4,)" gegeben.

Das multiple Regressionsmodell (2.1.1) enthilt das einfache Regressionsmodell

Ye=PBr+ B2 x+uy
im Spezialfall fiir k=2. Die Scheinvariable x;,, die in allen Perioden t den Wert 1 an-
nimmt, ist in 0 weggelassen worden. Wihrend durch die OLS-Methode bei drei Regres-
soren (einschl. der Scheinvariablen) eine Regressionsebene im dreidimensionalen Raum
festgelegt wird, ist bei zwei Regressoren (einschl. der Scheinvariablen) eine Re-

gressionsgerade zu bestimmen:

(2.1.22) }A’t=ﬁl+ﬁ2‘xt .

Der Ordinatenabschnitt der Regressionsgeraden, der als absolutes Glied bezeichnet
wird, ist durch B; gegeben. Ihre Steigung wird durch den Regressionskoeffizienten f3,

gemessen.

Um die OLS-Schitzfunktionen ﬁl und ﬁz in expliziter Form aus (2.1.15) zu erhalten, ist
zundchst einmal die Inverse (X'X)-! fiir eine (nx2)-Matrix X zu bestimmen. Hierzu ist
von der Produktmatrix X'X auszugehen, die speziell

I_l XI—I
(2.1.23) X'X=L1l :2 l}lf XZJ_{HZXt %ZJ
1 x,

lautet. Summiert wird dabei stets iiber alle Perioden t von 1 bis n. Die Inverse von X'X

kann bestimmt werden, indem die adjungierte Matrix (X'X)2di durch die Determinante
‘X‘X dividiert wird: 1

16 Diese Invertierungsmethode ist nicht auf die einfache Regression beschrinkt, sondern sie kann all-
gemein in der multiplen Regression angewendet werden.



28 2. Okonometrische Eingleichungsmodelle

(xX)" =

= XX)9
X'X( )

Da die Produktmatrix X'X eine 2x2-Matrix ist, ergibt sich ihre Determinante als Diffe-
renz aus dem Produkt der beiden Hauptdiagonalelemente und dem Produkt der beiden

Nebendiagonalelemente:

=n-Z:xf—(Z:xt)2 .

Die adjungierte Matrix (X'X)2di besteht aus den Adjunkten (Kofaktoren)
XX, =(-1)"

XX

mit den Unterdeterminanten (Minoren) | XX;; , die nach Streichen der i-ten Zeile und j-

ij
ten Spalte der Produktmatrix X'X zu berechnen sind. Fiir die 2x2-Matrix X'X, deren

Struktur aus (2.1.23) hervorgeht, erhilt man
XX = 2%}
XXpy = =2 %

XXy = —th '
XXy =

so dass die adjungierte Matrix (X'X)adi als transponierte Matrix der Adjunkten durch

O e

XX, XX, | [-Dx, n

gegeben ist. Somit lautet die Inverse von X'X

S e B A |

AuBerdem ergibt das Produkt aus der Transponierten von X und dem Vektor y einen
2x1-Vektor:

|
| D
Jl LZXthJ

X'y =

1]
pa—

Damit nimmt der OLS-Schitzvektor ﬁ bei der einfachen Regression die Form
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B —(X'X)' X'v — 1 [ZXfZYt_ZXIZXtyt
B=(XX)"Xy anf—(ZXt)ZLnZXtyt_ZXtZ%

an. Der Ordinatenabschnitt ist demzufolge durch

2 —_
(2.1.24) Bl=zxtzy; thz;xtyt
ant —(th)

und das Steigungsmal3 durch

_ nzxth - ZXtZYt
02k -(Xx)’

(2.1.25) B,

gegeben.

Durch elementare Umformung lésst sich zeigen, dass das Steigungsmal3 fﬁz dem Quo-

tienten aus der Kovarianz s,,, zwischen den Werten der abhéngigen Variablen y, und der

y
unabhéngigen Variablen x, und der Varianz s2 letzter Grofle entspricht:

~ S
(2.126) By =—2

mit
und

Die Kennzahlen X und y bezeichnen die Mittelwerte beider Groflen in der Stichprobe.
Dass B, in der Form (2.1.26) darstellbar ist, ergibt sich unmittelbar aus den Verschie-
bungssétzen fiir die Kovarianz und Varianz:

s = th}’t _ th . ZYt
y n

X n n

und

,_ls 2 (zxt\z
sx—ant—L )

n
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Gleichermaflen ldsst sich zeigen, dass der Achsenabschnitt unter Verwendung des Stei-
gungsmalfes 3, von der Form

(2.127) ﬁlzﬁ— ZX =y-B, X
n

=Yy

ist. Die Identitdt von (2.1.24) und (2.1.27) ergibt sich unmittelbar durch Einsetzen von
(2.1.25) in (2.1.27) nach einigen elementaren Umformungen. Lost man Gleichung
(2.1.27) nach y auf, so erhdlt man die Beziehung

y=Bi+B-X,
aus der ersichtlich ist, dass die Regressionsgerade durch den Schwerpunkt (i,y) verlau-

fen muss.

Beispiel 2.1. 1:  Das verfiigbare Einkommen Y," wird als entscheidende Einflussgrofe
des privaten Verbrauchs C, angesehen. Man erhilt es, indem man das Bruttoeinkommen
von Steuern und Sozialabgaben bereinigt, die bei den privaten Haushalten nicht aus-
gabenwirksam werden konnen, und auBlerdem die Transferzahlungen berticksichtigt.
Wenn potentielle Einflussgroen, wie z.B. die Einkommensverteilung, das Vermdogen,
der Zinssatz fiir Konsumentenkredite oder die soziale Stellung vernachldssigbar sind,

kann die makrodkonomische Konsumfunktion unter Einbeziehung einer Storvariablen
u; mit einem Erwartungswert von Null 6konometrisch geschitzt werden:

(2.128)  C,=Co+cy- Y +u,

Der Parameter c; ist aus der Makrodkonomik als marginale Konsumneigung bekannt:
dC,
dyy

:Cl'

Er gibt die Verdnderung der Konsumausgaben an, die durch eine Erhéhung oder Ver-
ringerung des verfiigbaren Einkommens um 1 Einheit induziert wird. Der Ordinaten-
abschnitt C,, steht dagegen fiir den autonomen Konsum, der vom verfiigbaren Einkom-

men unabhingig ist.

Die Konsumfunktion soll fiir die Bundesrepublik Deutschland fiir den Zeitraum von
1974 bis 1992 unter Verwendung von Jahresdaten mit der OLS-Methode geschétzt wer-
den. Wihrend der Private Verbrauch in Preisen des Jahres 1985 vorliegt, ist das verfiig-
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bare Einkommen in jeweiligen Preisen angegeben. Eine Preisbereinigung kann unter

Verwendung des Preisindex des Privaten Verbrauchs vorgenommen werden.

Jahr Verfiigbares Einkommen Preisindex Privater Verbrauch
Mrd. DM Privater Verbrauch Mrd. DM
(in jeweiligen Preisen) (1985=100) (in Preisen von 1985)
1974 613,25 63,7 837,60
1975 667,95 67,5 863,82
1976 716,45 70,4 897,32
1977 760,72 72,7 937,80
1978 816,76 74,7 971,48
1979 881,03 77,9 1003,06
1980 921,94 82,4 1015,37
1981 961,89 87,7 1007,92
1982 995,09 92,3 992,55
1983 1036,10 95,4 1005,92
1984 1078,16 98,0 1021,68
1985 1119,93 100,0 1036,53
1986 1199,41 99,5 1072,01
1987 1240,56 100,1 1106,88
1988 1319,22 101,5 1137,00
1989 1384,49 104,6 1167,37
1990 1525,65 107,4 1230,68
1991 1580,15 111,5 1274,63
1992 1648,80 116,0 1287,11

Quelle: Sachverstindigenrat zur Begutachtung der gesamtwirtschaftlichen Entwicklung,
Jahresgutachten 1993/94

Es bezeichne y, den realen Wert des Privaten Verbrauchs (C,) und x, den realen Wert
des verfiigbaren Einkommens (th) im Jahr t. Die Beobachtungsmatrix X und der Vek-

tor y der abhingigen Variablen sind dann durch
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1 962,72 837,60 |
1 989,56 863,82
1 1017,68 897,32
1 104638 937,80
1 1093,39 971,48
1 1130,98 1003,06
1 111886 1015,57
1 1096,80 1007,92
1 1078,10 992,55
X =11 1086,06 undlg);: 1005,92
1 1100,16 1021,68
1 1119,93 1036,53
1 1205,44 1072,01
1 123932 1106,88
1 1299,72 1137,00
1 1323,60 1167,37
1 1420,53 1230,68
1 141717 1274,63
1 142138 | 1287,11]

gegeben. Der OLS-Schitzer

p=(XX)"Xy

2x1

enthdlt dann die Schitzwerte fiir die Parameter Cy und c¢; der Konsumfunktion. Da es

sich bei der Konsumfunktion jedoch um ein einfaches Regressionsmodell handelt, las-

sen sich die OLS-Schitzer éo und ¢; fiir den autonomen Konsum und die marginale

Konsumneigung unmittelbar aus (2.1.24) und (2.1.25) ermitteln. Hierzu bietet es sich

an, die dafiir benétigten Summen in einer Arbeitstabelle zu berechnen:
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t Xt Yt X% XVt
1 962,72 837,60 926829,80 806374,27
2 989,56 863,82 979228,99 854801,72
3 1017,68 897,32 1035672,58 913184,62
4 1046,38 937,80 1094911,10 981295,16
5 1093,39 971,48 1195501,69 1062206,52
6 1130,98 1003,06 1279115,76 1134440,80
7 1118,86 1015,57 1251847,70 1136280,65
8 1096,80 1007,92 1202970,24 1105486,66
9 1078,10 992,55 1162299,61 1070068,16
10 1086,06 1005,92 1179526,32 1092489,48
11 1100,16 1021,68 1210352,03 1124011,47
12 1119,93 1036,53 125424321 1160841,04
13 1205,44 1072,01 1453085,59 1202243,73
14 1239,32 1106,88 1535914,06 1371778,52
15 1299,72 1137,00 1689272,08 1477781,64
16 1323,60 1167,37 1751916,96 1545130,93
17 1420,53 1230,68 2017905,48 1748217,86
18 1417,17 1274,63 2008370,81 1806367,40
19 1421,38 1287,11 2020321,10 1829472.,41
> 22167,78 19866,93 26249285,11 23512473,04

Bei 19 Jahreswerten (n=19) erhidlt man damit

und

A

Co=

_ ZX%ZYt _ZXtZXth
02k -(Xx)’

~26249285,11-19866,93—22167,78-23512473,04

19-26249285,11—(22167,78)*

_273380223,76

= 24
7325946,96 37,324603

A _ n‘ZXth _ZXtZYt

C =

2
n2xt-(2x,)
_ 19-23512473,04 - 22167,78-19866,93
19-26249285,11—(22167,78)

_ 633125426
"~ 7325946,96

=0,8642164
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Abbildung 2.1. 1: Konsumfunktion
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Der Achsenabschnitt C betrégt also 37,325 und das Steigungsmal} ¢; nimmt den Wert
0,864 an.

Eine 6konomische Interpretation des Achsenabschnitts wire eigentlich nur dann sinn-
voll, wenn der Stutzbereich den Koordinatenursprung mit einschlieen wiirde, was bei
einer makrookonomischen Konsumfunktion jedoch nicht gegeben ist. Insofern ist bei
der Interpretation des Wertes 37,325 als autonomer Konsum der Volkswirtschaft Vor-
sicht geboten. Jedenfalls ist er nicht als Mindestkonsum im Sinne eines Subsistenz-

niveaus zu interpretieren.

Gut interpretierbar ist dagegen das SteigungsmalB. Der Schitzwert von 0,864, der die
marginale Konsumneigung im Stiitzbereich angibt, besagt, dass im betrachteten Zeit-
raum ein Einkommenszuwachs von 1 Mrd. DM im Mittel zu einer Erhhung der Kon-
sumausgaben um 864 Mill. DM gefiihrt hat. Wenn die Konsumfunktion stabil ist, kann
davon ausgegangen werden, dass etwa 86 % des zusétzlichen verfiigbaren Einkommens
fir Konsumausgaben verwendet werden. Aufgrund der Komplementaritit ergibt sich

daraus eine marginale Sparquote von 14 %. *
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Beispiel 2.1. 2:  Die Nachfrage nach Geld ist Gegenstand vielfiltiger geldtheoretischer
und geldpolitischer Diskussionen. So kommt z.B. dem Problem der Stabilitdt der Geld-
nachfragefunktion bei einer Beurteilung der Effizienz geldpolitischer Mafinahmen ein
hoher Stellenwert zu. Eine Spezifikation der Geldnachfragefunktion setzt eine Defini-
tion der relevanten Geldmenge voraus. AuBlerdem ist zu kldren, ob sich die Modellie-

rung auf die nominale oder reale Geldmenge beziehen soll.

Als entscheidende EinflussgroBen fiir die Nachfrage nach Geld werden das Trans-
aktionsvolumen und die Opportunitétskosten der Geldhaltung angesehen: Wihrend das
Transaktionsvolumen im allgemeinen durch das Bruttosozialprodukt y gemessen wird,
werden die Opportunitidtskosten durch die Renditen alternativer Aktiva erfasst, die meist
durch einen reprisentativen Zinssatz r charakterisiert werden. Bei fehlender Geld-

illusion lésst sich die Nachfrage nach Geld m dann durch die Funktion

m = f(y,r)

wiedergeben, in der m und y reale Gréfen sind, die man dadurch erhilt, dass man die
nominale Geldmenge M und das nominale Sozialprodukt Y auf das Preisniveau P be-

zieht:
M Y
m=— und y=—.
P P

Sofern die Einheitsperiode hinreichend lang ist, kénnen Anpassungsverzdgerungen un-
beriicksichtigt bleiben. Bei einem logarithmisch-linearen Ansatz, den man bei empiri-
schen Untersuchungen zur Geldnachfrage hiaufig zugrunde legt, lautet die 6konometri-

sche Geldnachfragefunktion dann

(2.1.29)  Inm =p;+P, Iny, +B3Inr +u,

mit der Storvariablen u,, die die klassischen Modellannahmen erfiillen soll. In diesem

Modell lassen sich die Regressionskoeffizienten 3, und B; unmittelbar als Einkom-

mens- und Zinselastizitdt interpretieren. Da der Geldbedarf mit zunehmendem Trans-
aktionsvolumen steigt, wird in der 6konomischen Theorie eine positive Einkommens-
elastizitdt vorausgesetzt. Andererseits ist eine negative Zinselastizitdt zu erwarten, da

die Opportunititskosten der Geldhaltung mit steigendem Zinssatz zunehmen.

Bei der 6konometrischen Schitzung der Geldnachfragefunktion wird die Geldmenge
M, die sich aus dem Bargeld und den Sichtguthaben des Publikums zusammensetzt, als
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zu erkldrende Variable verwendet. Der reprisentative Zinssatz wird durch den Fibor
(Frankfurt interbank offered rate) als kurzfristigem Zinssatz erfasst. Als Deflator zur
Bestimmung der realen Geldmenge wird der Preisindex fiir das Bruttosozialprodukt zur
Basis 1985 herangezogen. Im Beobachtungszeitraum von 1970 bis 1989 ergibt sich da-

mit folgende Datenbasis:

Geldmenge M;  Bruttosozialprodukt Kurzfristiger ~ Preisindex fiir das

Jahr Mrd. DM Mrd. DM Zinssatz Bruttosozialprodukt
(in Preisen des Jah- % (1985=100)
res 1985)
1970 108,219 1322,8 9,41 51,1
1971 121,522 1363,1 7,15 55,1
1972 139,298 14223 5,61 58,0
1973 142,862 1491,1 12,14 61,6
1974 158,432 1491,9 9,90 65,9
1975 179,898 1473,0 4,96 69,8
1976 186,852 1554,7 4,25 72,3
1977 208,076 1594.,4 4,37 75,0
1978 237,909 1649.,4 3,70 78,2
1979 247,869 1715,9 6,69 81,2
1980 257,335 1733,8 9,54 85,2
1981 255,277 1735,7 12,11 88,7
1982 273,047 1716,5 8,88 92,6
1983 295,795 1748.,4 5,78 95,8
1984 314,235 1802,0 5,99 97,9
1985 329,737 1834,5 5,44 100,0
1986 358,747 1874,4 4,64 103,3
1987 385,170 1902,3 4,03 105,3
1988 426,997 1971,8 4,33 106,9
1989 450,746 2046,8 7,12 109,7

Quellen: Monatsberichte der Deutschen Bundesbank (verschiedene Hefte); Jahresgutachten 1991/92 des
Sachverstindigenrats zur Begutachtung der gesamtwirtschaftlichen Entwicklung

Da die Geldnachfragefunktion eine logarithmisch-lineare Form besitzt, sind zunéchst

die Logarithmen der Beobachtungswerte zu ermitteln 17:

17" Wir arbeiten hier mit den natiirlichen Logarithmen der Variablen.
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t In m, Iny, Inr,
1 5,355543 7,187506 2,241773
2 5,396116 7,217517 1,967112
3 5,481343 7,260031 1,724551
4 5,446387 7,307270 2,496506
5 5,482357 7,307806 2,292535
6 5,551926 7,295056 1,601406
7 5,554663 7,349038 1,446919
8 5,625586 7,374253 1,474763
9 5,717789 7,408167 1,308333
10 5,721156 7,447693 1,900614
11 5,710547 7,458071 2,255493
12 5,662260 7,459166 2,494031
13 5,686525 7,448042 2,183802
14 5,732574 7,466456 1,754404
15 5,771365 7,496653 1,790091
16 5,798295 7,514527 1,693779
17 5,850150 7,536044 1,534714
18 5,902041 7,550819 1,393766
19 5,990053 7,586702 1,465567
20 6,018325 7,624033 1,962908

Um die Parameter B, B, und B3 mit der OLS-Methode zu bestimmen, bendtigen wir

zundchst einmal die Produktmatrizen X'X und X'y:

n > Iny, D Inr, 20,000 148295 36,983
XX = Yy, Y (ny) Yy, -Inr |=|148295 1099,858 273976
Yinr, >lnr-Iny, > (nr)’ 36,983 273,976 71,041
und
D Inm, 113,455

Xy =|>Iny, -Inm, |=| 841,671
Y Inr inm, || 209,244

Die Inverse der Produktmatrix X'X lautet

218,194 —28,592 —3322
(XX)" =|-28,592 3,770 0,346
e 23322 0346 0,409

Der OLS-Schétzvektor ﬁ ldsst sich nun unmittelbar als Produkt der Matrizen (X'X)-1
und (X'y) bestimmen:
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|FB1 - —4,806—1
BB = 1432
OB, = -0076]

Abbildung 2.1. 2: Geldnachfragefunktion
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Wihrend das konstante Glied 61 bei der 6konomischen Interpretation nicht von Belang
ist, richtet sich das Interesse auf die Schétzer f&z und f%3. Zundchst einmal weisen beide
Regressionskoeffizienten im Stiitzbereich das erwartete Vorzeichen auf: Die Geldnach-
frage steigt mit zunehmendem Einkommen und sinkt mit zunehmendem Zinssatz. Dar-
tiber hinaus lassen sich die Regressionskoeffizienten in unserem Modell als Elastizitdten
interpretieren. Aus dem Wert der Einkommenselastizitit der Geldnachfrage ist zu ent-
nehmen, dass die Geldnachfrage tiberproportional auf Verdnderungen des Einkommens
reagiert hat. Eine 1%ige Erhohung des Einkommens ging im betrachteten Zeitraum im
Mittel mit einer etwa 1,4%igen Erhohung der realen Geldnachfrage einher. Hierin zei-
gen sich "diseconomies of scale", da die Geldhaltung bei einer Steigerung des Ein-
kommens relativ stirker zugenommen hat als die Haltung ertragbringender Aktiva. Da-
mit bestdtigt sich die Luxusguthypothese, nach der bei steigendem Vermodgen und

Einkommen ein tiberproportionaler Anteil als Kasse gehalten wird, da die Tauschbereit-
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schaft als Luxusbediirfnis angegeben wird (vgl. Ehrlicher, 1972, S. 384). Der Wert der
Zinselastizitit der Geldnachfrage von -0,076 gibt dagegen an, dass sich die Geldnach-
frage bei einer 10%igen Zinserhohung im Mittel um etwa 0,8 % verringert hat. Das
Publikum hat eine Erhdhung der Opportunititskosten der Geldhaltung somit zum An-
lass genommen, sein Portfolio zugunsten Ertrag bringender Finanzanlagen umzu-
schichten. .

Wenn man den Parametervektor ﬁ nach dem Kleinst-Quadrate-Kriterium ermittelt hat,
lasst sich der Vektor @ der Residuen, der die Schitzfehler 0, enthilt, wegen (2.1.21)
und (2.1.19)durch

(2.130) d=y-XB

berechnen. Die n Residuen 0,{,,...,0, im nx1-Vektor i lassen sich als realisierte
Storterme interpretieren. Da f nach der OLS-Methode entwickelt wurde, spricht man in
diesem Zusammenhang auch von OLS-Residuen. Wird Gleichung (2.1.23) von links

mit der Transponierten von X multipliziert, ergibt sich

(2.131) Xa=Xy-XXp=0.

Das Produkt aus der transponierten Beobachtungsmatrix X' und dem Residuenvektor a
ist danach gleich einem kx1-Nullvektor 0. Diese Bedingung ist aufgrund der Normal-
gleichungen (2.1.14) erfiillt, aus denen der OLS-Parametervektor B berechenbar ist. Fiir

die n OLS-Residuen gelten also k lineare Restriktionen der Form

- _
R R T T I 1 ¥
= 0
n
A [ X Xy iy sztﬁt
X'u = . . . . LT = = °
' 0
~ n
L Xk X2 7 X U Z:thﬁt
= ]

die zum Ausdruck bringen, dass die Residuen @ orthogonal auf den exogenen Variablen

stehen. Aus der ersten Restriktion

n
> =0
t=1
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ist ersichtlich, dass die Summe der OLS-Residuen und daher auch ihr arithmetisches
Mittel

n f—
(2.1.32) 12@ =1
N

gleich 0 sind. Diese Implikation ist mit der Annahme iiber die Storterme E(u,)=0 gut

vertraglich. Sie ergibt sich tatsdchlich jedoch nur dann, wenn im Regressionsansatz ein

Absolutglied beriicksichtigt wird. Die k-1 restlichen Restriktionen, die

n
(2.133) > x;l =0 fiirj=2,..k
t=1

lauten, lassen sich ebenfalls gut interpretieren. Sie verkoérpern ndmlich implizit die Aus-
sage, dass die Kovarianz s;; , zwischen den OLS-Residuen und jeder exogenen Variab-

len gleich 0 ist. Denn unter Berticksichtigung von (2.1.32) gilt

1< A 1 & 1< 1<
sﬁ,x=7Z(ut_u)(th_Xj)=7zut(xjt_xj)=7 U Xy =X, =2 W
n-'5 n-' n'5 n.5
1 n
mit xj=52xjt ,
t=1
woraus
1 n
Sax = T 2 W X
n

t=1

folgt. Die OLS-Residuen sind also mit den exogenen Variablen nicht korreliert. Wie
sich zeigen wird, kommt diesem Befund bei der Diskussion der Giiteeigenschaften des
OLS-Schitzers ﬁ eine erhebliche Bedeutung zu.

2.1.3  Schétzeigenschaften der OLS-Methode

2.1.3.1 Gitekriterien

Die Eignung der OLS-Methode zur Schitzung 6konometrischer Modelle héngt von den
Eigenschaften ihrer Schitzfunktionen ab. Thre Anwendung ist daher durch die Qualitt
der Schitzung zu begriinden. Bei der Beurteilung der Giite der Schétzung unterscheidet

man Schitzeigenschaften, die vom Stichprobenumfang unabhéngig sind, und solche, die
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ausschlieflich bei groBem Stichprobenumfang gelten. Insbesondere sind die Eigen-
schaften im ersteren Fall auch bei kleinen Stichproben giiltig, die hiufig in der 6kono-
metrischen Praxis vorzufinden sind. Giiteeigenschaften, die allein bei groflen Stichpro-
ben Giiltigkeit besitzen, bezeichnet man als asymptotische Eigenschaften.

Wir diskutieren hier als Giiteeigenschaften, die unabhédngig vom Stichprobenumfang
sind, die Erwartungstreue und Effizienz des OLS-Schitzers fi Wenn ﬁ erwartungs-
treu ist, dann wird er zwar im Einzelfall nicht vollig mit dem Vektor p der "wahren"
Regressionskoeffizienten identisch sein. Wenn man die OLS-Schétzer ﬁ aber tiber alle
moglichen Stichproben gleichen Umfangs mitteln wiirde, so wiirden die Unterschiede
jedoch bei einem erwartungstreuen Schitzer verschwinden. Der Vektor p der unbe-
kannten Regressionskoeffizienten konnte dann durch den OLS-Schitzer B unverzerrt
geschitzt werden.

Damit ist jedoch noch nichts iiber die Genauigkeit der Schitzung ausgesagt. Je kleiner
die Varianzen der geschitzten Regressionskoeffizienten sind, umso préziser kann p ge-
schitzt werden. Ein Schitzer mit der kleinstmoglichen Varianz heifit effizient. Wir wer-
den uns hier bei der Effizienziiberpriifung auf die Klasse der linearen Schétzfunktionen
beschrianken. Wie sich ndmlich zeigen lésst, haben die Komponenten des OLS-Schéit-
zers ﬁ unter allen linearen unverzerrten Schitzern die kleinstmoglichen Varianzen. Sie
sind daher beste lineare unverzerrte Schétzfunktionen, was als BLUE-Eigenschaft (best
linear unbiased estimator) bezeichnet wird. Dies ist die Aussage des Gaul3-Markow-
Theorems, das hier aus didaktischen Griinden in die Bereiche Linearitit, Erwartungs-

treue und Effizienz aufgespalten wird.

Welches Verhalten ist von einer guten Schitzfunktion zu erwarten, wenn der Stich-
probenumfang nach und nach vergréBert wird? Offenbar wiirde ein zunehmender Stich-
probenumfang Vorteile mit sich bringen, wenn die zusitzliche Information zum Zwecke
einer priziseren Schitzung genutzt werden konnte. Wenn der Stichprobenumfang im-
mer grofer wird, sollte die Schétzfunktion dann schlieBlich mit dem unbekannten Para-
metervektor B zusammenfallen. Ein Schétzer, der diese Eigenschaft besitzt, heifit kon-
sistent. Die Konsistenz kennzeichnet einen Grenzzustand, der theoretisch erst dann

erreicht ist, wenn der Stichprobenumfang iiber alle Grenzen wéchst.
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2.1.3.2 Linearitit

Das GauBB-Markow-Theorem macht eine Aussage iiber bestimmte Schitzeigenschaf-
ten innerhalb der Klasse der linearen Schitzer fiir den Parametervektor . Allgemein

lasst sich ein beliebiger linearer Schitzer E fiir B in der Form

(2.134) PB=Cy+a

schreiben, wobei C ein kxn-Matrix und a ein kx1-Vektor ist. Wihrend die Komponen-
ten y, des Vektorsy in Abhingigkeit von den Storvariablen u, Zufallsvariablen sind,
setzen sich die Matrix C und der Vektor a aus konstanten Elementen zusammen. Da §
aus dem Datenmaterial geschitzt wird, sind die Elemente der Matrix C genauer Funk-
tionen der exogenen Variablen x;;. Wie sich spéter zeigen wird, kommen fiir die BLUE-
Eigenschaft allein lineare Schitzfunktionen in Betracht, bei denen der Vektor a dem
Nullvektor 0 entspricht.

Der OLS-Schitzer
B=(XX)"Xy
hat die Form (2.1.34) mit
C=(XX)"'X'" und a=0.
Die Matrix C setzt sich hierbei aus dem Produkt der Inversen (X'X)-! und der trans-

ponierten Beobachtungsmatrix X zusammen, so dass die Elemente von C Funktionen
der exogenen Variablen x;; sind. Die Linearitét der Schétzfunktion p ergibt sich dann

unter der Voraussetzung, dass die Werte der exogenen Variablen als feste Gr6Ben ange-

sehen werden konnen.

2.1.3.3 Erwartungstreue

Ein Schitzer ist erwartungstreu, wenn sein Erwartungswert mit dem Parameter der
Grundgesamtheit iibereinstimmt. Wenn sich Schitzfehler schon nicht vermeiden lassen,
so ist ein erwartungstreuer Schétzer zumindest frei von systematischen Verzerrungen.
Es ist dann sichergestellt, dass der Schéitzfehler allein aus stichprobenbedingten Zufalls-

schwankungen um den unbekannten Parameter der Grundgesamtheit besteht.

Um die Erwartungstreue des OLS-Schitzers ﬁ zu zeigen, setzen wir zunichst das Reg-

ressionsmodell (2.1.5) in (2.1.15) ein:
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B=(XX)"Xy=(XX)"X(XB+u) .
Nach Ausmultiplizieren erhilt man
B=(XX)"'XXp+(XX) "' Xu,
so dass

(2.135)  B=Pp+(XX)"'Xu

folgt.

Nun kann der Erwartungswert von ﬁ leicht bestimmt werden. Aufgrund der Linearitit

des Erwartungswertoperators erhilt man
E(B) = E[p + (XX) "' X'u)| = E(B) + E[(XX) "' Xu] .

Da der Erwartungswert einer Konstanten gleich der Konstanten selbst ist, folgt
E(B) =B +E[(XX) "' X'u] .

Fiir den letzten Schritt ist noch zu berticksichtigen, dass die exogenen Variablen feste,
nicht-stochastische GréB8en sind. Man kann daher

E(B) = B+ (XX)"' X'E(u)
schreiben, so dass sich mit (2.1.6) schlieB3lich

(2.136) E@P)=8

ergibt. Damit ist die Erwartungstreue des OLS-Schitzers f gezeigt. Aus der ausfiihr-

lichen Schreibweise von (2.1.36),

EG) | (B
EBy) |_| B2
EBr)) B
ist ersichtlich, dass die Erwartungswerte der OLS-Schétzer BI, ﬁz, s ﬁk mit den un-

bekannten Regressionskoeffizienten des 6konometrischen Modells (2.1.1) tibereinstim-
men. Das bedeutet, dass der unbekannte Parametervektor B des Regressionsmodells

(2.1.5) mit dem OLS-Schitzer ﬁ unverzerrt geschétzt werden kann.
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A

2.1.3.4 Kovarianzmatrix des OLS-Schitzers f

Die Kovarianzmatrix Cov(ﬁ) des OLS-Schitzers ﬁ , die eine symmetrische kxk-Matrix

ist, wird bei der Diskussion der Effizienz und Konsistenz benétigt. Aus diesem Grund
bietet es sich an, ihre Struktur vorab zu betrachten, womit eine Grundlage zur Diskus-
sion der beiden genannten Giiteeigenschaften gegeben wird. Fiir die Effizienz sind ins-
besondere die Varianzen Var (ﬁ ;) der geschitzten Regressionskoeffizienten ﬁ j von Be-

deutung, die in der Hauptdiagonale der Kovarianzmatrix von ﬁ stehen. Sie werden

aullerdem bei der Konstruktion von Konfidenzintervallen und Signifikanztests bendtigt.
AuBerhalb der Hauptdiagonale stehen dagegen die Kovarianzen Cov(p;, ;) zwischen

den Schitzern ﬁi und ﬁ i» 1.

Bei der Definition der Kovarianzmatrix Cov(ﬁ) geht man von den Abweichungen des
OLS-Schitzers ﬁ von seinem Erwartungswert E(ﬁ) aus. Genauer erhilt man die Vari-

anzen und Kovarianzen in der entsprechenden Anordnung aus der Definition

(2.1.37)  Cov(B)=E{[p—EB)I[B-EPB)I}

Wegen (2.1.36) kann (2.1.37) gleichwertig in der Form
2.138)  Cov(p)=E[p—p){p-p)]

geschrieben werden. Die ausfiihrliche Darstellung von (2.1.38) lautet:

_E(Bl _Bl)z E[(ﬁl _Bl)(BZ _Bz)] E[(ﬁl _Bl)(Bk _Bk)]—
ol = F[(ﬁz—ﬁz)(ﬁl—m] F(&—B»Z . F[(ﬁz—ﬁzxﬁk—ﬁk)]
E[B, -BOB, -8 ElB. -BOB, -B)] - EB, -B)’
mit
Var(B;) = E(ﬁj - Bj)z
und

COV(Bi’ﬁj) = E[(ﬁl - ﬁi)(ﬁj - Bj)] , 1#.

Unter Verwendung von Gleichung (2.1.35) ldsst sich die Struktur der Kovarianz-Matrix

wie folgt bestimmen:
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[6-8)6-8)]

Cov(ﬁ) -
{(X’ X)" x'u[(x' X)" X'u] }

E
E

E{(x'x)*1 x'uu'x[(x'x)*‘ ]}
Da bei symmetrischen Matrizen die Operationen des Transponierens und der Invertie-
rung in ihrer Reihenfolge vertauschbar sind, gilt [(X'X)"']'=[(X'X)']"". Weiter ist
(X'X)'= X'X, so dass insgesamt [(X'X)']'= (X'X) " ist. Damit hat man
Cov(B) = E[(XX)! X'uu'X(X'X)"!] = (X'X)! X'E(uu)X(X'X)-!
und mit (2.1.7)
Cov( ﬁ =(X'X) X '2IX (X 'X) 1=c2(X'X) X' TX (X' X) I=c2(X'X) I X' X (X'X)-!,
woraus schliefSlich

(2.139)  Cov(p)=c*X'X)"

folgt. Mithin ergibt sich die Varianz-Kovarianz-Matrix von ﬁ als Produkt aus der kon-

stanten Varianz o2 der Storvariablen und der Inversen der Matrix X'X.

Wenn man die Diagonalelemente der inversen Produktmatrix (X'X)-! mit xii bezeichnet,
dann sind die Varianzen der geschiétzten Regressionskoeffizienten ; in der Form

(2.140)  Varlp,)=o”-x?

darstellbar.

2.1.3.5 Effizienz

Ein erwartungstreuer Schitzer, der im Vergleich zu allen alternativen unverzerrten
Schitzern die kleinste Varianz hat, heilit effizient. Man bezeichnet eine solche Schétz-
funktion als besten unverzerrten Schitzer. Beim GauB-Markow-Theorem wird jedoch
eine beste unverzerrte Schitzung innerhalb der Klasse der linearen Schitzfunktionen

untersucht. Innerhalb dieser Klasse erweist sich der OLS-Schitzer als effizient.

Um dies zu zeigen, betrachten wir eine beliebige lineare Schétzfunktion B , wie sie in

(2.1.34) definiert ist:

E:Cy+a.
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Durch Einsetzen des Regressionsmodells (2.1.5) fiir y erhdlt man

(2141) P=C(Xp+u)+a=CXp+Cu+a,

so dass sich fiir den Erwartungswert von E mit der Annahme (2.1.6)
E(B)= CXp+CE(u)+a=CXp+a

ergibt. Damit ﬁ erwartungstreu ist, d.h.
E(B)-p

gilt, miissen offenbar die Restriktionen

(2142) CX=I und a=0

mit der kxk-Einheitsmatrix I und dem kx1-Vektor 0 gelten.

Die kxk-Kovarianzmatrix fiir ﬁ lasst sich dann aus der Beziehung (2.1.32)
corfi)-elp-p )51

bestimmen. Unter Beriicksichtigung von (2.1.42) geht (2.1.41) in
p=p+Cu

iiber, so dass die Abweichung zwischen ﬁ und B durch

(2143) PB-p=Cu

gegeben ist. Unter Verwendung von (2.1.43) erhélt man fiir die Kovarianzmatrix von ﬁ

die Form
Cov(p)=E[(Cu)Cu)' ]= E(CuwC) = C E(wu')C ,

woraus sich mit der Annahme (2.1.7)

2.144)  Covfp)=c’cC

ergibt. Der OLS-Schétzer fi hat die BLUE-Eigenschaft, d.h. er ist der beste lineare un-
verzerrte Schitzer fiir den unbekannten Parametervektor B, wenn gezeigt werden kann,
dass die Hauptdiagonalelemente von (2.1.39) stets kleiner oder gleich den Hauptdiago-
nalelementen von (2.1.44) sind. Denn dann kénnen die Varianzen der Regressionskoef-
fizienten [3 ; eines alternativen linearen unverzerrten Schitzers E die entsprechenden

Varianzen nach der OLS-Methode nicht unterschreiten:

Var(B) < Var(),  j=1,2, ...k
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Aus formalen Griinden definieren wir hierzu eine kxn-Matrix D:

D=C-(XX)!X'.
Die kxn-Matrix C ist dann in der Form

C=D+XX)!IX
darstellbar, womit (2.1.44) in die Darstellung

Cov(B) =02 [D+(X'X)"! X'][D+X'X)-! X

=c2 [DD+DX(X'X)-! + (X'X)-1X'D' + (X'X)!]

iibergeht. Wegen CX=X'C'=I sind die beiden mittleren Terme in der eckigen Klammer

Nullmatrizen,
DX(X'X)! = CX(X'X)! - (XX)!=0

und
XX)!XD'=XX)!' X'C'-XX)!=0,
so dass man fiir die Kovarianzmatrix von ﬁ schlieBlich

Cov(B) =2 [DD+HX'X)]

erhilt. Da alle Hauptdiagonalelemente dii der Produktmatrix DD' Quadratsummen sind,
muss offenbar dii > 0 gelten. Damit ist aber auch gesichert, dass

Var(B;) = 62 - xil < Var(B;) = o2 - (dii + i)

gilt, womit die BLUE-Eigenschaft des OLS-Schitzers ﬁ gezeigt ist. Die geschitzten
Regressionskoeftizienten ﬁ ; haben von allen linearen erwartungstreuen Schitzfunktio-
nen fiir f die kleinste Varianz. In diesem Sinne ist der OLS-Schitzer B ein bester
Schitzer fir den Vektor B der unbekannten Regressionskoeffizienten B; des 6kono-
metrischen Modells (2.1.5).

2.1.3.6 Konsistenz

Wenn ein Schitzer mit zunehmendem Stichprobenumfang einen Parametervektor im-
mer genauer treffen soll, dann ist insbesondere sein Grenzverhalten fiir n—>co von Inte-
resse, also eine Eigenschaft bei groBen Stichproben. Bei der Konsistenz geht es um die

Frage, ob ein Schitzer bei einem iiber alle Grenzen wachsenden Stichprobenumfang
schlieBlich mit dem Parametervektor p zusammenfillt. Diese Eigenschaft ist dann ge-
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sichert, wenn gezeigt werden kann, dass ein Schitzer asymptotisch unverzerrt ist und
seine Streuung asymptotisch verschwindet.

Was den OLS-Schitzer ﬁ angeht, so haben wir gezeigt, dass er erwartungstreu ist. Da
diese Eigenschaft fiir einen beliebigen Stichprobenumfang gilt, ist sie natiirlich erst

recht flir n—oo gegeben:

(2.1.45) 111215([‘5): B .

Somit ist die erste Konsistenzbedingung erfiillt.

Die zweite Konsistenzeigenschaft bezieht sich auf die Streuung des Schétzers ﬁ, die
durch die Kovarianzmatrix Cov(fi) erfasst wird. ﬁ fallt fiir n—oo genau dann mit dem
unbekannten Parametervektor f zusammen, wenn seine Kovarianzmatrix gegen eine

kxk-Nullmatrix 0 strebt. Denn in diesem Fall verschwindet seine Variabilitit, so dass B

prazise geschitzt wird.

Fiir den Konsistenzbeweis ist eine zusitzliche Annahme erforderlich. Sie bezieht sich
genauer auf die Produktmatrix X'X nach Multiplikation mit dem Skalar 1/n, deren Ver-

halten fiir n—o0 untersucht wird. Mit

(2.1.46) Q= lile'X und Q reguldr
n—oo n

wird unterstellt, dass die Matrix der empirischen Momente der exogenen Variablen

1 1
1 ;th n Xt

—XX =

1 1 1
1 EZXZl ;zxit ;th'xkt

1 1 1
_Hzxkt ;Zxkt.xﬂ ;int

an ihrer Grenze gegen eine reguldre und damit invertierbare kxk-Matrix Q konvergiert.

Dann lasst sich die asymptotische Kovarianzmatrix

lim Cov(B) = lim > (X'X)"

als Produkt zweier Grenzwerte schreiben:
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2
lim Cov(B) = lim 2 - 1im Q" ,
n—oo n—oo n n—oo

weil die Inverse

oo
n

fiir n—o0 mit (2.1.46) existiert. Da die Varianz 2 der Stdrvariablen eine Konstante ist,
geht der Grenzwert des Ausdrucks o2/n gegen null, so dass die Kovarianzmatrix von ﬁ

asymptotisch in eine Nullmatrix tibergeht:

limCov(B) =0-1imQ™" =0 .

Der OLS-Schitzer ﬁ wird damit mit wachsendem Stichprobenumfang ein immer besse-
rer Schitzer fiir den unbekannten Parametervektor B, bis er schlieBlich fiir einen iiber
alle Grenzen wachsenden Stichprobenumfang mit ihm zusammenfillt. ﬁ ist somit ein

konsistenter Schétzer fiir .

2.1.4 Bestimmtheitsmall und multipler Korrelationskoeffizient

Einen visuellen Eindruck iiber die Giite der Anpassung des Regressionsmodells kénnen
verschiedene graphische Darstellungen vermitteln. Aufgrund von Residuendiagrammen,
bei denen die Residuen 1, gegen die Zeit t oder gegen die Regressionswerte ¥, geplottet
werden, lassen sich konkrete Aufschliisse iiber Defekte in der Anpassung der Regres-
sionshyperebene bei bestimmten Beobachtungen erkennen. Gleichwohl muss eine Be-
urteilung der Glite der Anpassung anhand graphischer Darstellungen subjektiv orientiert
bleiben, so dass die Vergleichbarkeit erschwert wird. Aus Residuendiagrammen lassen
sich hauptsiachlich Probleme der Anpassung bei einzelnen Beobachtungen ausfindig
machen. Die Beurteilung der globalen Giite der Anpassung des Regressionsmodells
kann durch die Verwendung einer Maf3zahl objektiviert werden. Eine derartige Mafzahl

ist das Bestimmtheitsmaf} (Determinationskoeffizient).

Das Bestimmtheitsmal bietet eine Entscheidungshilfe dariiber, ob die exogenen Variab-
len insgesamt die endogene Variable erkldren konnen. Wenn dies gegeben ist, kann man
mit dem 6konometrischen Modell erst einmal arbeiten, da es einen sinnvollen Beitrag

zur Erkldrung der endogenen Variablen liefert. Die Bedeutung des Bestimmtheitsmaf3es
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liegt genau darin, dass es den "Erkldrungsgehalt" der exogenen Variablen in einem 6ko-
nometrischen Modell quantifiziert. Seine Interpretation ist anschaulich und wird da-
durch erleichtert, dass es sich bei dieser Kennzahl um eine normierte Grofle handelt.

Aufgrund des Verschiebungssatzes lésst sich die Varianz sf, der zu erkldrenden Variab-

len y in der Form

(2.147)  s) Zyl fyy y

schreiben, so dass man mit y = y+ u die dquivalente Form

531G+ 0 F40)-F2 =192 P di-y
n n

b\»—*
:3\»—‘

erhilt. Aus den Eigenschaften der OLS-Residuen in (2.1.31) folgt aber
(2.148) §u= (XB)' G=pXa=0,
was bedeutet, dass mit den Regressoren x;,X,,...,X, die Regressionswerte §, mit den Re-

siduen 4, unkorreliert sind. Unter Beriicksichtigung der Beziechungen ¥ :§ und 0=0

ergibt sich daher die Streuungszerlegung

(2.149)  s=s5+5

Y
. 2 1.2
mit s§ =Ey'y—
1.
und s%l =—u'n
n

Nach der Streuungszerlegung (2.1.49) kann die Varianz der endogenen Variablen y in
zwei Komponenten aufgespalten werden: die Varianz s%, der Regressionswerte und die
Residualvarianz si. Wihrend die Varianz der Regressionswerte die durch das 6kono-
metrische Modell "erkldrte" Streuung der endogenen Variablen y wiedergibt, erfasst die
Residualvarianz die "nicht-erklarte”" Streuung. Je grofer die Streuung der Regressions-
werte ist, umso mehr wird prinzipiell der Gesamtzusammenhang durch das 6konometri-
sche Modell erklért.

Das Bestimmtheitsmafl (Determinationskoeffizient) basiert genau auf dieser Inter-

pretation der Streuungszerlegung. Es misst die Giite der Anpassung durch das Verhilt-
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nis aus der durch die Regression "erklédrten" Varianz zur Gesamtvarianz der endogenen

Variablen:
2 5
(2.1.50) R :%.
Sy

Wegen 0< s% < si gilt
0<R2<1,

so dass sich der Determinationskoeffizient als Anteilswert interpretieren lisst. So besagt
z.B. ein Bestimmtheitsmall von 0,9, dass 90 % der Streuung der endogenen Variablen
auf die Streuung der exogenen Variablen zuriickgefiihrt werden kann, d.h. durch das
Okonometrische Modell "erklart" wird. 10 % der Varianz von y werden in diesem Fall
nicht durch die Regression erklirt, was dem Anteil der Residualvarianz an der Gesamt-
streuung der endogenen Variablen entspricht. Anhand der Streuungszerlegung (2.1.49)
lasst sich verifizieren, dass der Determinationskoeffizient unter Verwendung der Resi-

dualvarianz s} gleichwertig aus

7]
=N

(2.151) R*=1-

w2
<N

bestimmt werden kann. Eine Berechnungsformel fiir das Bestimmtheitsmal} ist unter
Beriicksichtigung der Definitionen der Varianzen von y und ¥ nach Multiplikation mit

n durch

2 _ y.y_n.yz _ ny'y'( yt)2

2.1.52 R =
( ) yy-n-y’ ny'y—(Zyt)Z

gegeben. Ohne explizite Verwendung des Vektors y der Regressionswerte lésst sich das

A

Bestimmtheitsmall mit dem OLS-Schitzer B alternativ aus

2 _BXy-n-y? _opXy-(Zy,)
yy-n-3°  ny'y-(Zy )

(2.153) R

bestimmen 8.

AR

Diese Berechnungsformel ergibt sich, indem man in dem Skalarprodukt y'y die Beziehungen
§'=(XP)' und § =y — it verwendet:
§'V = (XB)'(y-1) = p'X'y - p'X"i = B' X'y wegen (2.1.48).
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Beispiel 2.1.3:  Gesucht ist der Anteil der Varianz des Privaten Verbrauchs, der auf
die Streuung des verfligbaren Einkommens zuriickgefiihrt werden kann. Um hiertiber
eine Aussage machen zu koénnen, wird das Bestimmtheitsmal} fiir die makrodkono-
mische Konsumfunktion fiir den Stiitzbereich von 1974 bis 1992 unter Verwendung der

Berechnungsformel (2.1.53) ermittelt. Es ist
p'= [37,324603 0,8642164],

X,Y:F,yt }{ 19866,93}

D x| |23512473,04
und
Yy =D yi =21070671,2 ,
woraus man
¥ = B'X'y = 21061390,1

erhilt. Mit n=19 und y = 1045,6 ergibt sich damit ein Bestimmtheitsmal} in Héhe von

R = 19-21061390,1 —19866,93*  5471504,28

= = =0,969 ,
19-21070671,2-19866,93>  5647845,18

was bedeutet, dass 96,9 % der Streuung des Privaten Konsums durch die Regression
"erklart" wird. .

Bei der einfachen Regression entspricht das Bestimmtheitsmal3 dem Quadrat des Kor-

relationskoeffizienten r,, zwischen der endogenen Variablen y und der exogenen Vari-

yX
ablen x:

(2.1.54) R2=1}

Diese Beziehung ldsst sich zeigen, indem man die Varianz s% der Regressionswerte in

Abhéngigkeit von der Varianz s2 des Regressors x darstellt: 19

2 _ A2
S§z=[32'5)2(-

19 Dahinter steht die Eigenschaft von Varianzen bei Lineartransformationen. Zum Beweis siche Eckey,
Kosfeld und Dreger (2002), S. 178.
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Unter Beriicksichtigung der Darstellung von [32 in der Form (2.1.26) als Verhiltnis der

Kovarianz s, zwischen y und x und der Varianz s> von x erhilt man fiir den Determi-

'YX
nationskoeffizienten den Ausdruck
2
{sxy\ E
) 2 J X 2
R2_B2‘Sx_ Sx . Sxy
- 2 = 2 -2 2
sy sy Sk Sy

was genau dem Quadrat des Korrelationskoeffizienten

sxy

T. =

SxSy
entspricht. Anders ausgedriickt gibt die Wurzel des Bestimmtheitsmales bei der ein-
fachen Regression den Korrelationskoeffizienten zwischen dem Regressanden y und

dem Regressor x bis auf das Vorzeichen wieder:

(2155 |=vR? |
Damit ist eine Verallgemeinerung bei der multiplen Regression angezeigt. Die Wurzel
des Bestimmtheitsmafes ldsst sich auch hier als Korrelationskoeffizient interpretieren.
Sie gibt genauer die Korrelation zwischen dem Regressanden y und den Regressions-
werten § an. Da § jedoch aus einer Linearkombination der Regressoren x;,X,,...,X; her-
vorgeht, spricht man auch von einem multiplen Korrelationskoeffizienten. Das Be-
stimmtheitsmaf ist dann das Quadrat des multiplen Korrelationskoeffizienten

r
¥X1,2,...k
zwischen der endogenen Variablen y und den exogenen Variablen x1,X,,....X;:

2_2 _ 2
(2.1.56) R =1y = L
Das Vorzeichen des multiplen Korrelationskoeffizienten bleibt hier erst recht unbe-
stimmt, da positive und negative Einfliisse der Regressoren gleichzeitig auftreten kon-

nen.

Obwohl der Determinationskoeffizient anschaulich interpretierbar ist, enthélt er be-
stimmte Nachteile, die seinen Wert als MaB fur die Giite der Anpassung einschrinken.
Ein Nachteil resultiert daraus, dass die Freiheitsgrade der Quadratsummen unberiick-
sichtigt bleiben, was dazu fiihrt, dass das Bestimmtheitsmall bei Aufnahme eines zu-
sitzlichen Regressors niemals sinken kann. Im Prinzip koénnte man den Determinations-

koeffizienten somit durch Aufnahme weiterer Regressoren, die nicht notwendig von
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Okonomischer Relevanz sein miissen, vergroBern, ohne tatsdchlich eine bessere empi-
rische Fundierung 6konomischer Hypothesen erreicht zu haben. Aus diesem Grund ist
streng genommen ein Vergleich der Giite der Anpassung alternativer 6konometrischer
Modelle nur bei gleicher Anzahl von Regressoren zuldssig. Auf jeden Fall ist bei unter-
schiedlicher Anzahl von Regressoren dieser Sachverhalt in eine Bewertung einzubezie-

hen.

Man kann nun den Determinationskoeffizienten durch Beriicksichtigung der Freiheits-
grade bereinigen, wozu wir von der Definition (2.1.51) ausgehen. Da die Residual-
varianz 5%1 nun n-k und die Varianz si der endogenen Variablen n-1 Freiheitsgrade be-

sitzen, ist das korrigierte Bestimmtheitsmaf3 durch

[a—

2.157) R:=1-—n-k

gegeben. In Abhingigkeit von R2 erhilt man das Korrigierte Bestimmtheitsmaf in der

Form

(2.1.58) ﬁ?:1—n_1ﬁ—Rﬂ
n-k :

Bei groflem Stichprobenumfang im Vergleich zur Anzahl der Regressoren geht der Fak-
tor (n-1)/(n-k) gegen eins, so dass R? gut mit R? iibereinstimmt. Allgemein ist R? je-
doch stets kleiner als R2. Das bereinigte Bestimmtheitsmal} braucht bei einer Aufnahme
zusitzlicher Regressoren nicht notwendig zu steigen. Vor allem wenn auf einer frithen
Stufe ein Regressor nur einen geringfligigen Beitrag zur Erklarung der endogenen Vari-
ablen leistet, kann R? im Extremfall sogar negativ werden. Abgesehen davon bleibt die
Interpretation dieses Malles als Anteil der durch die Regression erklirte Varianz der
abhidngigen Variablen im Wesentlichen erhalten. Vorteilhaft ist, dass alternative 6ko-
nometrische Modelle mit unterschiedlicher Anzahl von Regressoren besser miteinander

verglichen werden kénnen.

Bei Anwendungen nimmt das Bestimmtheitsmal} oft eine dominierende Rolle bei der
Modellbewertung ein, die allerdings duflerst kritisch zu beurteilen ist. Sicher ist ein ho-
hes Bestimmtheitsmaf3 bei einem 6konometrischen Modell vorteilhaft und wiinschens-
wert, da es die Stringenz eines 6konomischen Zusammenhangs unterstreicht. Es kommt

jedoch dabei entscheidend darauf an, ob die einbezogenen Regressoren auch separat
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einen bedeutsamen Einfluss auf die endogene Variable besitzen, was mit Signi-
fikanztests der Regressionskoeffizienten beurteilt werden kann. Auflerdem kann eine
6konomische Hypothese durchaus bei einem nicht so hohen Bestimmtheitsmal} eine
empirische Bestitigung finden, wenn sich z.B. alle einbezogenen Regressoren als signi-
fikant erweisen. Das Bestimmtheitsmaf3 ist im Allgemeinen schon bei recht niedrigen
Werten in seiner Interpretation als Zufallsvariable gegen Null gesichert, was bedeutet,
dass eine Erkldarung durch die exogenen Variablen gegeben ist. Wie der Korrelations-
koeffizient darf das Bestimmtheitsmall keinesfalls ohne weiteres kausal interpretiert

werden.

Ein besonderes Problem ergibt sich bei 6konomischen Zeitreihen, die zum iiberwiegen-
den Teil trendbehaftet sind. Ein hohes Bestimmtheitsmal3 ergibt sich dann oft schon
allein aufgrund eines Trends, der einen Gleichlauf der endogenen Variablen mit einer
oder mehrerer exogenen Variablen erzeugt. Gelegentlich wird daher versucht, durch
Bildung von Differenzen oder Wachstumsraten den Trend zu eliminieren. Jedoch bleibt
fraglich, ob man damit tatsidchlich die relevanten Variablen fiir ein 6konometrisches
Modell erhilt, weil der eigentlich interessierende Niveauzusammenhang zwischen den

okonomischen Gréflen bei einer solchen Strategie verloren geht.20

Aufgaben

(2.1.1) Welche Annahmen liegen dem klassischen multiplen Regressionsmodell
zugrunde?

(2.1.2)  Wir haben hier die erkldrenden Variablen als exogen betrachtet, so dass
stets vorgegebene, fixe Werte dieser Groflen vorliegen. Zeigen Sie auf,
welche Modifikation der Modellannahmen im Fall stochastischer x-
Variablen vorgenommen werden miisste!

(2.1.3)  Leiten Sie die Kleinst-Quadrate-Schéitzer 3, und B, fiir die Regressionsko-
effizienten 3, und B, ohne Verwendung des Matrixkalkiils her!

(2.1.4)  In einer Energienachfragefunktion soll die Nachfrage nach Erdgas (GASV)
in Abhédngigkeit vom verfiigbaren Einkommen (VEINKR) erklédrt werden

20 Okonometrische Verfahren, die speziell auf diese Problematik abstellen, heiBen Kointegrations-

techniken. Sie werden im Abschnitt 2.8 erértert.



56

2. Okonometrische Eingleichungsmodelle

(2.1.5)

(2.1.6)

2.1.7)

(2.1.8)

(2.1.9)

(2.1.10)

2.1.11)

2.1.12)

(2.1.13)

(=Energienachfragemodell I). Ermitteln Sie die OLS-Schétzer fiir 3, und
B, einer linearen Regression von GASV auf VEINKR (Daten s. Anhang B,
Tab. B1)!

Die Nachfrage nach Erdgas soll durch die auf den Preisindex des Privaten
Verbrauchs bezogenen Preise fiir Erdgas (GASPR) und Fernwidrme
(FERNWPR) durch eine lineare Nachfragefunktion erkldrt werden
(=Energienachfragemodell II). Bestimmen Sie die OLS-Schitzer der
Nachfragefunktion nach Erdgas (Daten s. Anhang B, Tab. B1)!

Hinweis: Die Inverse der Produktmatrix lautet:

18,48237  5,069422 —22,42939
(XX)" =| 5069422  7,154167 —11,31260
—22,42939 -11,31260 31,89869

Was versteht man unter einem BLUE-Schétzer?

Zeigen Sie, dass der OLS-Schitzer f&z einer einfachen Regression ein er-
wartungstreuer Schétzer fiir B, ist!

Bestimmen Sie die Varianz des OLS-Schétzers f’)z einer einfachen Regres-

sion und weisen Sie seine Effizienzeigenschaft innerhalb der Klasse der
linearen Schitzfunktionen nach!

Erldutern Sie verbal die Konsistenzeigenschaft! Welchen Stellenwert wiir-
den Sie dieser Schitzeigenschaft in der angewandten Okonometrie in Ab-
héngigkeit von der Datenart zubilligen?

Zeigen Sie die Giiltigkeit der Streuungszerlegung (2.1.49) fiir das ein-
fache Regressionsmodell ohne Verwendung des Matrixkalkiils auf!

Berechnen Sie den Determinationskoeffizienten fiir das 6konometrisch
geschitzte Energiemodell I [s. Aufgabe (2.1.4)] und interpretieren Sie
ihn!

Erldutern Sie die beiden unterschiedlichen Interpretationsméoglichkeiten
des Determinationskoeffizienten!

Welche Rolle konnte der korrigierte Determinationskoeffizient bei der
Modellauswahl einnehmen?
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2.2 Maximum-Likelihood-Methode und Inferenzstatistik

2.2.1 Die Maximum-Likelihood-Methode

Die Schitzung des Parametervektors § im multiplen Regressionsmodell erfolgte mit
der gewohnlichen Methode der kleinsten Quadrate (OLS-Methode), ohne dass eine An-
nahme tiber den Verteilungstyp der Storvariablen u, erforderlich gewesen ist. Infe-
renzstatistische Konzepte, die iiber eine Punktschitzung von B hinausgehen, gehen je-
doch in der Regel von einer Normalverteilung der Storvariablen aus, die zumindest
approximativ gegeben sein sollte. So werden insbesondere Konfidenzintervalle und
Signifikanztests fiir die Regressionskoeffizienten auf der Grundlage einer Normalver-
teilung der Storvariablen konstruiert. Zum Zwecke einer tiber die Punktschitzung
hinausgehenden Inferenzstatistik im multiplen Regressionsmodell setzen wir aus diesem
Grund neben den Annahmen (2.1.6) und (2.1.7),

E(u) =0 und E(uu') = c21 ,

iiber die Storvariable zusitzlich eine Normalverteilung voraus:

(22.1)  u~N(0, ).

Die Annahme (2.2.1) besagt, dass der Vektor u der Storvariablen normalverteilt ist mit

dem Erwartungswertvektor 0 und der Kovarianzmatrix c2I.

Die Dichtefunktion f der Storvariablen u, hat somit in jeder Periode t die Form

1

1
222 f (u,;0,06%)= exp| ———u’ | 2!
( ) t( t ) \/EG p[ 262 1j .

Da die Kovarianzmatrix Cov(u) eine Diagonalmatrix ist, sind die StérgréBen u, unkorre-

liert, was bei einer Normalverteilung zugleich eine stochastische Unabhéngigkeit impli-

ziert. Thre gemeinsame Dichtefunktion f ldsst sich daher als Produkt der marginalen
Dichtefunktionen f; darstellen:

21 Der Ausdruck exp(z) gibt die e-Funktion ez wieder, wobei e die Eulersche Zahl ist (e=2,718 ...).



58 2. Okonometrische Eingleichungsmodelle

n
(2.2.3) f(uy,usy,...,u ;0,021)= IT fi(u ;0,02)
1-42 n fl t (Ut .

Unter Verwendung von (2.2.2) erhdlt man nach geeigneter Zusammenfassung der

Terme fiir die gemeinsame Dichtefunktion

2 2 2
f(u;0,021):%exp —u—lz . #exp —u—zz — ~#exp - un2
Qr)y' o 20 Q2r)y ' o 20 Q2r)y' o 20

1 1 2 2 2) 1 ( 1 P
= exp| — (ui +u3 +...+uj |= exp| — 2ug
(2n)n/2 o" [ 262 ! (20)n/2 ol 262

oder wegen Y u? = u'u

0 2y L LI
(2.2.4) f(u;0,6°1) = 22 or exx{ u uJ.

Die Maximum-Likelihood-Methode (ML-Methode) geht bei der Schitzung der unbe-
kannten Parameter im multiplen Regressionsmodell von der gemeinsamen Dichtefunk-
tion der Storvariablen u; aus. Im Gegensatz zur OLS-Methode setzt die ML-Methode

somit die Kenntnis eines Verteilungstyps voraus. Hier handelt es sich um die Normal-
verteilung, die sich fiir die Storvariable u; durch den Zentralen Grenzwertsatz begriinden
lasst. Danach ist die Summe von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
bei groflen Stichproben unter sehr allgemeinen Bedingungen approximativ normalver-
teilt. Wenn das multiple Regressionsmodell aber korrekt spezifiziert ist, umfassen die
exogenen Variablen x; alle wesentlichen Einflussgrofien der endogenen Variablen y.
Die Storvariable u enthélt dann nur noch eine Vielzahl von unsystematischen Einfliis-
sen, deren Effekte sich aufgrund der Annahme (2.1.6) gegenseitig ausgleichen. Die
Vorstellung unabhingiger StorgroBen u, steht bereits hinter der Annahme (2.1.7). Aller-
dings sollte die Normalverteilungsannahme im Zweifel iiberpriift werden, wozu ver-
schiedene Testverfahren verwendet werden konnen. Wenn jedoch eine Normalvertei-
lung der Storvariablen u; zu inferenzstatistischen Zwecken ohnehin vorausgesetzt
werden muss, dann bietet es sich auch an, zur Schitzung der Parameter des multiplen
Regressionsmodells eine Methode in Betracht zu ziehen, die von diesem Verteilungstyp
explizit Gebrauch macht. Der Vorteil liegt zum einen darin, dass fiir die Maximum-

Likelihood-Methode Giiteeigenschaften bekannt sind, die unabhéngig von der Problem-



2.2 Maximum-Likelihood-Methode und Inferenzstatistik 59

stellung Giltigkeit besitzen. Zum anderen ldsst sich mit der ML-Methode zusitzlich
zum Parametervektor B die Varianz 62 der Storvariablen u schétzen, was mit der OLS-

Methode nicht moglich ist.

Hinzu kommt, dass das Schitzprinzip der Maximum-Likelihood-Methode trotz seiner
wahrscheinlichkeitstheoretischen Fundierung iiberaus einleuchtend und anschaulich ist.
Nach der Maximum-Likelihood-Methode ergeben sich ndmlich unter allen in Betracht
kommenden Werten der Parameter diejenigen als Schitzer, unter denen die gegebene
Stichprobe die groBtmogliche Wahrscheinlichkeit (bzw. Wahrscheinlichkeitsdichte) be-
sitzt. Dieses Schitzprinzip wird realisiert, indem man von einer Likelihood-Funktion L
ausgeht, bei der die Parameter als variabel und die Variablenwerte (Merkmalswerte) als
gegeben angesehen werden, was der Situation nach Ziehen einer Stichprobe entspricht.
Fiir vorgegebene Parameterwerte entspricht dagegen die Likelihood-Funktion der
Wabhrscheinlichkeitsfunktion (Dichtefunktion), bei der die Parameter als konstant und

die Merkmalswerte als verdnderlich betrachtet werden.

Im Folgenden geht es darum, bei gegebenen Werten der exogenen und endogenen Vari-
ablen die Schitzer fiir p und o2 zu finden, die die groBte Wahrscheinlichkeitsdichte

haben. Mit
u=y-Xp

l4sst sich die Likelihood-Funktion L in der Form

(225  L(B,c’)=

1 1 .
(2n)n/26n exp[— 202 (y_XB) (y Xﬁ):|

schreiben, die nach dem ML-Prinzip zu maximieren ist, da die Maximum-Likelihood-

Schitzer ﬁML und 612\,[L die Bedingung

(2.2.6) L(BML,?;;L):I\[?%XL(B,GZ)

erfiillen miissen. Da die Extremwerte einer Funktion von einer monotonen Transforma-
tion nicht beeinflusst werden, konnen wir die ML-Schétzer fiir B und o2 gleichermaBen

aus der logarithmierten Likelihood-Funktion

227 IL(po?)= —gln(2n)—nlnc—2%(y -XB)'(y - XB)
o
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bestimmen, was rechentechnisch einfacher ist. Da B allein im letzten Term auftritt, der

ein negatives Vorzeichen besitzt, ist eine Maximierung der logarithmierten Likelihood-
Funktion in Bezug auf B offenbar gleichwertig mit einer Minimierung des Ausdrucks

Q=vuu=(y-Xp)(y-Xp) .

Es handelt sich dabei um eine Minimierung der Summe der quadrierten Modellab-
weichungen u%, was genau bei der OLS-Methode erfolgt ist. Der ML-Schétzer ﬁML

stimmt daher mit dem OLS-Schitzer ﬁ fiir den Parametervektor B iiberein:
228) B =p=(XX)"Xy

Das GauB3-Markow-Theorem ist damit natiirlich auch fiir den ML-Schitzer ﬁML giiltig.
Da fiir die Storvariable u jedoch eine Normalverteilung vorausgesetzt worden ist, ent-
fillt die Restriktion auf die Klasse der linearen Schitzer fiir B. By hat unter allen
erwartungstreuen Schitzern die kleinste Varianz, so dass er der beste erwartungstreue
Schitzer fiir B, d.h. effizient, ist 22. Die Konsistenzeigenschaft trifft natiirlich auch auf

ﬁML Zu.

Um einen ML-Schétzer fiir die Varianz 62 der Storvariablen zu erhalten, wird die loga-
rithmierte Likelihood-Funktion (2.2.7) partiell nach o2 differenziert und gleich null ge-

setzt:

dInLIp,c> 1
“6(5'2“ )=—222 #o (= XB) (v - Xp)=0

Aus dieser notwendigen Bedingung fiir ein Maximum von In L beziiglich 62 erhilt man

durch Umformung
1
n=—(y—-Xp)(y-Xp),
o

so dass sich unter Verwendung des ML-Schiitzers By fiir den unbekannten Parameter-
vektor B

(Aii,[L :ﬁ(y_XﬁML)‘ (y_XﬁML)

22 Siehe hierzu Fomby, Hill und Johnson (1984), S. 32ff.
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ergibt. Wegen ﬁ = ﬁML sind die Komponenten von y — Xﬁ v it den OLS-Residuen u,

identisch,
u=y- XﬁML >

so dass der ML-Schitzer 6, fiir die Stérvarianz

(2.2.9) Gy =

lautet. Danach ergibt sich der Maximum-Likelihood-Schitzer fiir 62 als ungewogenes
arithmetisches Mittel der quadrierten OLS-Residuen (= ML-Residuen) G,.

Wir werden allerdings den ML-Schétzer 635 nicht unmodifiziert fiir inferenzstatisti-
sche Zwecke im multiplen Regressionsmodell verwenden. Denn &3, besitzt zwar
asymptotisch wiinschenswerte Eigenschaften wie asymptotische Erwartungstreue, Kon-
sistenz und asymptotische Effizienz, die bei grofen Stichproben von Relevanz sind 23,
jedoch ist er bei kleinen Beobachtungsumfingen nicht erwartungstreu. Die Modifikation
wird also darauf hinauslaufen, einen erwartungstreuen Schitzer fiir die Stoérvarianz o2

zu erhalten.

2.2.2  Erwartungstreue Schitzung der Storvarianz

Eine erwartungstreue Schitzung der Storvarianz ist nicht allein bei der Beurteilung der
Modellanpassung von Relevanz. Sie spielt ebenfalls bei der Konstruktion von Konfi-
denzintervallen und Hypothesentests fiir die Regressionskoeffizienten eine bedeutende
Rolle. Ohne sie ist keine unverzerrte Schitzung der Varianz der Regressionskoeffizien-
ten f& i gegeben.

Wie sich zeigen wird, muss bei einer erwartungstreuen Schétzung von 2 die Anzahl
der Freiheitsgrade des Schitzers in Betracht gezogen werden. Ein Freiheitsgrad geht
durch die Restriktion verloren, dass die Residuen G, im Mittel gleich null sein miissen.

AuBerdem miissen die Residuen G, mit jedem der k-1 Regressoren unkorreliert sein.

23 Maximum-Likelihood-Schitzer besitzen unter allgemeinen Regularititsbedingungen stets diese
asymptotisch wiinschenswerten Eigenschaften. Siehe hierzu z.B. Fisz (1976), S. S63ff.
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Dies bedeutet, dass von den n Residuen 0, nur noch n-k "frei wihlbar" sind, da sie
insgesamt k Restriktionen geniigen miissen, die sich aus dem System (2.1.24) ergeben.
Bei der Schitzung von o2 bestehen somit nur n-k Freiheitsgrade. Man gelangt dann zu

einem erwartungstreuen Schétzer &2 fiir die Storvarianz, indem man den Faktor — bei

n
dem ML-Schitzer durch den Faktor ersetzt:
n —
(2.2.10) &%= ! ga-—t iﬁz
o n—-k n—-k i3 ‘e

Bei dem erwartungstreuen Schétzer &2

wird die Summe der Residualquadrate G nicht
durch die Anzahl n der Residuen, sondern durch die Anzahl n-k der Freiheitsgrade der

Schitzung geteilt.

Der Beweis der Erwartungstreue von 52 s

@21y El?)=c?

kann unter Verwendung einiger Regeln der linearen Algebra gefiihrt werden. Setzt man den OLS-Schit-

zer ﬁ in die Beziehung 4 =y — Xﬁ ein, so erhilt man fiir den Residualvektor u den Ausdruck
i=y-X(X'X)"'X'y ,

der nach Ausklammern von y in
i =[1-X(X'X)"x']y

iibergeht. Unter Verwendung der nxn-Matrix M,

(2.2.12) M=1-X(X'X)"'X',

erhilt man 4 in der Form,

(2.2.13) u=My,

woraus ersichtlich ist, dass die Residuen G, eine Linearkombination der endogenen Variablen

Y1,Y2s--»¥n sind. Gleichermaflen lassen sich die Residuen {i, jedoch auch als Linearkombination der

Stérvariablen up,uy,...,u, darstellen. Denn wenn man das multiple Regressionsmodell (2.1.5) fiir y in
(2.2.13) einsetzt, dann folgt wegen

MX=[1-X(X'X)"'X']X=0
(2.2.14) u=Mu .
Die Matrix M hat die beiden Eigenschaften

(2.2.15) M'=M und M2 =M-M=M .
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Erstere Eigenschaft gibt die Symmetrie der Matrix M wieder, die durch die Identitdt mit ihrer Transpo-
nierten gekennzeichnet ist:

M'=[I- X(XX)'X]'=T-X(XX)"'X'=1-X(XX) 'X'=M .
Letztere Eigenschaft besagt, dass das Produkt der Matrix M mit sich selbst die Ausgangsmatrix M unver-
andert l4sst:

M? =M -M = [1- XX'X)" X'] [ - X(X'X)"'X]
=T-XX'X)"'X'-XX"X) "' X+ XX'X) "' X' X(X'X)"' X!
=1-2-XX'X) "' X+XX'X) ' X'=1-X(X'X)'X'=M

(2.2.16)

Eine Matrix, die diese Eigenschaft besitzt, heif3t idempotent.
Damit kénnen wir die Summe der Residuenquadrate in der Form

n

z 47 = @i = (Mu)Mu = uM'Mu = u'Mu

t=1
schreiben. Nun machen wir von dem Konzept der Spur (trace) tr einer Matrix Gebrauch 24 das fiir die
weiteren Betrachtungen benétigt wird. Zunichst einmal gilt

u't=u'Mu = tr(u'Mu) ,
da die Spur eines Skalars gleich dem Skalar selbst ist. Die Spur eines Matrixprodukts bleibt unverandert,
wenn die Reihenfolge der Produktbildung vertauscht wird, sofern nur die Multiplikation der Matrizen von

ihrer Ordnung her moglich ist 25 Mithin ist die Spur der quadratischen Form u'Mu mit der Spur der Mat-
rix Muu' identisch:

'd = tr(u'Mu) = tr(Muu')
Wir bilden nun den Erwartungswert von u'a ,
E(d'd)= E[tr(Muu')]
der sich unter Berticksichtigung der Vertauschbarkeit der Erwartungswert- und Spurbildung in der Form
E(d'd) = t[M-E(uu')]= tr[ M- E(Muu')]

darstellen lasst 20, so dass man mit der Annahme 2.1.7)

>

E(ii'6) = o2tr(M)

erhdlt. Da die Spur der Differenz zweier Matrizen separat berechnet werden kann, gilt weiter
tr(M) = tr(I) — tr[X(X'X)’l X']

mit der nxn-Einheitsmatrix I. Die Spur von I ist gleich n,
tr(l)=n,

und die Spur von X(X'X)‘IX' ist gleich k,

| X(X'X) ' X]=k »

24 Die Spur einer quadratischen Matrix ist allgemein als Summe ihrer Hauptdiagonalelemente defi-
niert.

25 Bei der Matrix A, B und C gilt tr(ABC)=tr(ACB)=...=tr(CBA), falls die entsprechenden Matrixpro-
dukte definiert sind.

26 Aus diesem Grund bezeichnet man den Erwartungswert E und die Spur tr auch als lineare Opera-
toren.
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wenn man aufgrund der Rangannahme (2.1.16) tber die Beobachtungsmatrix X fiir das Matrixprodukt
X(X'X)'lX' denselben Rang voraussetzt. Damit erhilt man
E(@'d)=c’(n-k) ,

womit gezeigt ist, dass der Schétzer (2.2.10) fiir o2 erwartungstreu ist:

E[ i j:GZ )
n—k

Der Schitzer &* fiir die Varianz 62 ermdglicht es uns nun, Konfidenzintervalle fiir die geschitzten
Regressionskoeffizienten zu berechnen und Signifikanztests durchzufiihren.

Beispiel 2.2. 1: Die Schitzung der Varianz o2 der Storvariablen soll hier fiir die

makrodkonomische Konsumfunktion

A

C,=37317+0,864-Y;
erfolgen. Hierzu wird eine Arbeitstabelle angelegt, in der die zur Berechnung des Schit-

Ze1S

2 20 (e -G’
n—k n—k

bendtigten GroBen berechnet werden. ét ist der Regressionswert des privaten Ver-
brauchs in der Periode t, der z.B. fiir 1974

Cl =37317+0,864-962,72 = 869,11
lautet. Auf diese Weise lassen sich die weiteren Regressionswerte berechnen, die in die

Arbeitstabelle iibernommen werden:
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t Y Ct C e (Ct - ét)z
1 962,72 837,60 869,11 -31,51 992,88
2 989,56 863,82 892,30 228,48 811,11
3 1017,68 897,32 916,59 -19,27 371,33
4 1046,38 937,80 941,39 -3,59 12,89
5 1093,39 971,48 982,01 -10,53 110,88
6 1130,98 1003,06 1014,48 -11,42 130,42
7 1118,86 1015,57 1004,01 11,56 133,63
8 1096,80 1007,92 984,95 22,97 527,62
9 1078,10 992,55 968,80 23,75 564,06

10 1086,06 1005,92 975,67 30,25 915,06

11 1100,16 1021,68 987,86 33,82 1143,79

12 1119,93 1036,53 1004,94 31,59 997,93

13 1205,44 1072,01 1078,82 -6,81 46,38

14 1239,32 1106,88 1108,09 -1,21 1,46

15 1299,72 1137,00 1160,28 -23,28 541,96

16 1323,60 1167,37 1180,91 -13,54 183,33

17 1420,53 1230,68 1264,65 -33,97 1153,96

18 1417,17 1274,63 1261,75 12,88 165,89

19 1421,38 1287,11 1265,39 21,72 471,76

Y 9276,34

Die Summe der Abweichungsquadrate betrigt also 9276,34. Mit n=19 und k=2 erhilt

man hiermit den erwartungstreuen Schitzer

_9276,34
©19-2
fiir die Storvarianz 2. Der Standardfehler der Schitzung lautet demzufolge

&= +/345,667 = 23,360 . N

52

= 545,667
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2.2.3 Signifikanztest fiir die Regressionskoeffizienten

Wenn das multiple Regressionsmodell (2.1.5) mit der 6konomischen Theorie im Ein-

klang steht, ist zu erwarten, dass die exogenen Variablen x; einen Einfluss in einer be-

stimmten Richtung auf die endogene Variable y zeigen. So wiirden z.B. Zweifel an der
Spezifikation einer Investitionsfunktion auftreten, in der der Zinssatz ein positives Vor-
zeichen aufweisen wiirde. Bei einer Konsumfunktion kommt dagegen aufgrund der
Okonomischen Theorie allein ein positives Vorzeichen der marginalen Konsumneigung
in Betracht. In einem okonometrischen Modell miissen die Schétzer der Regressions-
koeffizienten auf jeden Fall das theoretisch erwartete Vorzeichen aufweisen, damit eine

okonomische Hypothese eine empirische Bestétigung finden kann.

Allerdings handelt es sich dabei erst um eine unabdingbare Voraussetzung fiir eine em-
pirisch gehaltvolle 6konomische Theorie. Es ist zusétzlich zu priifen, ob die Einfluss-
grofen tiberhaupt eine Relevanz fiir die Erklarung der endogenen Variablen besitzen.
Der Schitzer eines Regressionskoeffizienten einer erkldrenden Variablen kann ndmlich
durchaus das theoretisch erwartete Vorzeichen besitzen, ohne dass ihr Einfluss auf die
endogene Variable notwendig substantiell sein muss. Denn der geschitzte Regressions-
koeffizient zeigt moglicherweise zufallsbedingt in der gegebenen Stichprobe ein negati-
ves Vorzeichen, wihrend er bei einer anderen Stichprobe ein positives Vorzeichen an-
nehmen wiirde. Einen signifikanten Einfluss einer exogenen Variablen wird man unter-
stellen konnen, wenn mit groer Wahrscheinlichkeit sichergestellt werden kann, dass
die Richtung des Einflusses, die durch ihren Regressionskoeffizienten angezeigt wird,
nicht als Zufallsergebnis angesehen werden kann. Aus diesem Grund ist die Nullhypo-

these

(22.16)  Hy:p;=0,

die von einem fehlenden Einfluss einer exogenen Variablen x; auf die endogene Vari-

able y ausgeht, statistisch zu testen. Erst wenn die Nullhypothese widerlegt werden
kann, ist empirisch die Relevanz der exogenen Variablen zur Erkldrung der endogenen
Variablen erhirtet. Eine Priifung der Nullhypothese in dieser Art und Weise heif3t Signi-
fikanztest.
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Unter der Nullhypothese (2.2.16) ist der Schitzvektor p aufgrund der Normalverteilung
der Storvariablen u normalverteilt mit dem Erwartungswertvektor 0 und der Kovarianz-
matrix o2(X'X)-L:

2217 B~N@©0,62(X'X)™")

Die Varianzen der Regressionskoeffizienten [?) j sind daher durch
Var(f%j) =c?-xli

gegeben, wobei die Grofen xii die Hauptdiagonalelemente der Inversen (X'X)-! bezeich-
nen. Man erhilt Schitzer dieser GroéBen, indem man die unbekannte Storvarianz c2
durch den Schitzer 62 aus (2.2.10) ersetzt:

N
xdi

A A n ..
(2.2.18)  Var(B;)=6"-xI = -
Da &2 erwartungstreu ist, werden die Varianzen Var(B j) mit (2.2.18) selbst ebenfalls
unverzerrt geschétzt. Im Spezialfall einer einfachen Regression erhdlt man als Schétzer
fiir die Varianzen von 3; und f3,
2%
X - (LX)’

Var(p,) =&

und

VAar(ﬁz) =& & .
n2x - (x,)’
Die PrifgroBe des Signifikanztests

i

xJ]

(22.19) t=

ist t-verteilt mit n-k Freiheitsgraden. Bei einem zweiseitigen Test wird die Nullhypo-
these (2.2.16) bei einem Signifikanzniveau von a verworfen, wenn der absolute Wert
der Priifgrofe t das (1-o/2)-Quantil t, .14 der t-Verteilung mit n-k Freiheitsgraden

iibersteigt:

M >t 10, — H, ablehnen.
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Bei einem Signifikanzniveau von 5 % hitte ein Wert der Priifgroe, der in den Ableh-
nungsbereich K, = @/2 uﬁé/z fillt (Abbildung 2.2. 1), unter der Nullhypothese eine
Wahrscheinlichkeit von 5 % oder weniger. Eine derart geringe Irrtumswahrscheinlich-
keit wird bei der Ablehnung der Nullhypothese in Kauf genommen. Wihrend geringe
Abweichungen der Nullhypothese als zufallsbedingt interpretiert werden, kommt der
Zufall bei groBer werdenden Abweichungen als Ursache immer weniger in Betracht. Ab
einer bestimmten Grofle der Abweichung wird der Unterschied daher substantiell inter-

pretiert.

Abbildung 2.2. 1: Annahme- und Ablehnungsbereiche bei dem zweiseitigen
Signifikanztest

f(t)

o R
0|

“—k;E n—k;]—g
2 2

1 i =2
K(x/Z Annahmebereich Ka/Z

Sofern die 6konomische Theorie eine bestimmte Richtung des Einflusses vorgibt, ldsst

sich ein einseitiger Signifikanztest durchfiihren. Bei einem rechtsseitigen Test wird die
Nullhypothese (2.2.16) abgelehnt, wenn die Ungleichung t > t erflillt ist,

n—k;l-a
t>t, ko —> Ho ablehnen,
und bei einem linksseitigen Test ist eine Signifikanz im Falle von t <t, ., gegeben:

t <tj_gn_k — Hy ablehnen.



2.2 Maximum-Likelihood-Methode und Inferenzstatistik 69

Ein zweiseitiger Signifikanztest gibt unter dieser Voraussetzung ein strengeres Krite-
rium fiir die Bewertung einer 6konomischen Beziehung vor als ein einseitiger Signifi-

kanztest.

Beispiel 2.2. 1:  Fiir die makrookonomische Konsumfunktion (2.1.28) haben wir fiir
den Zeitraum von 1974 bis 1992 die OLS-Schitzer p,;=37,317 und B,=0,864 ermittelt.
Unter der Voraussetzung einer normalverteilten Storvariablen u sind dies zugleich die
ML-Schitzer. Fiir einen Signifikanztest der Regressionskoeffizienten bendtigen wir zu-

sitzlich ihre Varianzen. Mit dem Schitzer 6°=545,667 fiir die Stdrvarianz sowie den
GroBen n=19, ) x, =22167,78 und D x> =26249285,11 erhalt man

VAar([g )=6"- ZX?
l nzxtz _(zxt)z
26249285,11
19-26249285,11-22167,78>
=545,667-3,5583 =1955,125

= 545,667

und

Var(B,) = &°

n
) xi - x,)’

19
19-26249285,11 - 22167,78>
=545,667-2,5935-107°
=0,001415

Damit ergeben sich fiir die geschétzten Regressionskoeffizienten die t-Werte

= 545,667

R B, 37317
t(B)) = = = 0,844
(B \/ Ao 19550125 T
Var(B,)
und
R B, 0,864
tB,) = = = 22,969 .
(B2) \/ Ao 4Jo001415 77
Var(3,)

Bei einem zweiseitigen Test auf dem 5 %-Signifikanzniveau betrégt der kritische Wert
t17.0.975 der t-Verteilung mit 17 Freiheitsgraden 2,110. Wegen



70 2. Okonometrische Eingleichungsmodelle

\t(ﬁl] = 0,844 < 17,0975 = 2,1 10

ist das absolute Glied [31 nicht signifikant von Null verschieden, wohingegen das Stei-

gungsmal ﬁz wegen

\t(ﬁz] = 22,969 > t7,0.975 = 2,110
signifikant ist. Der Regressionskoeffizient ﬁz ist sogar als hochsignifikant zu bezeich-

nen, da sein t-Wert auch bereits die kritische Grenze eines Signifikanztests auf dem
1 %-Niveau (t7.9 995=2,898) libersteigt. .

Bei bestimmten Problemstellungen ist nicht nur von Interesse, ob eine Einflussgrofie
iiberhaupt eine substantielle Wirkung auf eine zu erklirende Variable hat. Vielmehr

mdochte man wissen, ob die empirischen Daten mit einer Hypothese

(2220)  Hgy:Pj=c, c=0,

vereinbar sind. Wenn man z.B. fiir eine bestimmte Region oder Bevolkerungsgruppe
eine marginale Konsumquote von 0,8 ermittelt hat, so mag interessieren, ob diese Kon-
sumneigung auch in einer anderen Region oder Bevolkerungsgruppe Giiltigkeit besitzt.
Zur Einschitzung des Effekts von InvestitionsmaBBnahmen kann es entscheidungsrele-
vant sein zu wissen, ob von einer bestimmten Hohe des Investitionsmultiplikators aus-
gegangen werden kann. Bei der Schitzung einer Geldnachfragefunktion stellt sich die
Frage, ob die Hypothese einer Einkommenselastizitit von eins Giiltigkeit besitzt. Zur
Priifung der Nullhypothese kann der erdrterte t-Test unter Verwendung der modifizier-

ten PriifgrofBle

>

j—C

(2221)  t=-t—
oV xJ

in ansonsten unveridnderter Form herangezogen werden.

Beispiel 2.2. 2:  Bei der Geldnachfragefunktion (2.1.29) interessiert nicht allein, ob die
erklirenden Variablen Einkommen und Zinssatz einen statistisch gesicherten Einfluss
auf die Geldnachfrage ausiiben. Zusitzlich ist fiir die Geldpolitik von Bedeutung,
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inwieweit sich Groflenvorteile oder -nachteile bei der Geldhaltung einstellen. Wenn von
GroBenvorteilen im Sinne einer rationelleren Geldhaltung ausgegangen werden kann,
misste die Einkommenselastizitit der Geldnachfrage signifikant kleiner als Eins sein.
Umgekehrt treten diseconomies of scale auf, wenn die Einkommenselastizitit signifi-
kant groBer als Eins ist. Ein Signifikanztest der Einkommenselastizitdt auf Eins gibt
somit Aufschluss dariiber, ob die durch den Schétzer der entsprechenden Regressions-
koeffizienten angezeigten Grofenvorteile oder -nachteile tatsdchlich substantiell inter-

pretiert werden konnen.

Zunéchst soll jedoch die Signifikanz der Einflussgrofien tiberhaupt gepriift werden. Hier
bendtigen wir die Varianzen der Regressionskoeftizienten 1,3, und B5. Bei einer Resi-

dualquadratsumme von
D62 =i = 0,014855

erhilt man mit n=20 und k=3 den erwartungstreuen Schitzer 62 der Stérvarianz 62 aus

& = ! ﬁ'ﬁ—M—OOOOSM
“n-k = 20-3 7 ’

Unter Verwendung der Diagonalelemente

x11=218,194 , x22=3,770 und x33=0,409

lassen sich die erwartungstreuen Schitzer fiir die Varianzen der geschitzten Regres-

sionskoeffizienten berechnen:

A A
Var(B;) = 6% -x'' = 0,000874 - 218,194 = 0,190702 ,
noa ] 22
Var(B,) =& - x*? =0,000874 - 3,770 = 0,003295
und
AP A2 33
Var(B;) = 6% - x> = 0,000874 - 0,409 = 0,000357 .

Damit erhdlt man die PriifgroBen fiir die Signifikanztests der geschétzten Regressions-

koeffizienten auf null:
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. B ~4.806
firp;:  t= P _ =-11,005,
\/A ~  4/0,190702
Var(B;)
firfy:  t=——2 - 7 1’4322 = 24,947 ,
\/Var(Bz) 0,003295
p B 0,076
u N = = =4, .
fir B3: t 4,022
\/A . ,/0,000357
Var(B;)

Alle Regressionskoeffizienten sind auf einem Signifikanzniveau von 5% statistisch ge-
sichert, da ihre t-Werte absolut grofer sind als der kritische Wert ;7.0 975=2,110 eines

zweiseitigen Tests.

Bei einem Test der Einkommenselastizitit auf eins,

Hyp:By=1,
lautet die PriifgroBe

By—1 1,432—-1

t = = = 7,526 .
A 1/0,003295

Var(ﬁz)

Die Nullhypothese ist bei einem zweiseitigen Signifikanztest (ty 97s.17=2,110) und erst
recht bei einem einseitigen (rechtsseitigen) Signifikanztest (t) 9s.17=1,740) zu verwerfen.
Was die Geldmenge M betrifft, so ist innerhalb des Beobachtungszeitraums von 1970
bis 1989 somit tatsdchlich von "diseconomies of scale" der Geldhaltung auszugehen.
Die Aufdeckung der Ursachen hierfiir muss einer monetiren Analyse vorbehalten blei-
ben. .

In den beiden vorgestellten Tests sind die Regressionskoeffizienten separat betrachtet
worden. Okonometrische Studien haben jedoch gleichermaBen gemeinsame Effekte von
EinflussgroBen aufzudecken. So ist z.B. bei einer Cobb-Douglas-Produktionsfunktion

Yi =By 'LEZ 'K[?3 e,
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in der der Output y von den Produktionsfaktoren Arbeit L und Kapital K abhingig ist,
bei bestimmten Anwendungen von Interesse, ob sie homogen vom Grade 1 ist. In

diesem Fall miissen die aus der linearisierten Produktionsfunktion
Iny,=InB; +B,-InL; +B5-InK; +u,

Schitzer [32 und [A33 der Produktionselastizitdten mit der Hypothese
Hy:Br +B3=1

im Einklang stehen. Es handelt sich hierbei somit um einen Test iiber eine Linearkombi-

nation der Regressionskoeffizienten:

(2.2.22) ¢ +cyPr+...4ci Py =¢'B
mit
c'=(c cy...C1) -
Die Nullhypothese dieses Tests lautet allgemein

(2.2.23) Hpe'B=c,

wobei ¢ ein fester Wert ist. Bei dem Test der Cobb-Douglas-Produktionsfunktion auf
lineare Homogenitdt lautet z.B. der Koeffizientenvektor ¢ der Linearkombination
¢'=(0 1 1), und die Konstante ¢ nimmt den Wert 1 an. Die Priifgrof3e

c'ﬁ—c

& (X'X)le

des Tests ist t-verteilt mit n-k Freiheitsgraden.

(2224) t=
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2.2.4 Konfidenzintervalle fiir die Regressionskoeffizienten

Die Methode der kleinsten Quadrate und die Maximum-Likelihood-Methode liefern zu-
nichst einmal Punktschdtzer fiir die Regressionskoeffizienten. Ob sie tatsidchlich be-
deutungsvoll sind, ldsst sich mit einem Signifikanztest herausfinden. Wenn jedoch z.B.
die Wirkung wirtschaftspolitischer MaBnahmen aufgrund eines 6konometrischen Mo-
dells eingeschétzt werden soll, ist es zudem wichtig, Kenntnisse tiber den Bereich zu er-
halten, in dem der "wahre" Regressionskoeffizient mit einer groBen Wahrscheinlichkeit
liegen wird. Dieser Bereich, der durch eine Intervallschitzung ermittelt werden kann,

heif3t Konfidenzintervall.

Bei der Konstruktion eines Konfidenzintervalls fiir den unbekannten Regressionskoeffi-
zienten [3; gehen wir von der standardisierten GroBe

Bi-B;  Bi-B
(2225 t=—pF—~L =11
Nofa oV XxJ
Var( B j)
aus, die t-verteilt ist mit n-k Freiheitsgraden. Der t-Wert kann dabei als standardisierter
Regressionskoeffizient f3; interpretiert werden. Die Wahrscheinlichkeit, dass der stan-

dardisierte Regressionskoeffizient in einem symmetrischen Intervall um seinen Erwar-

tungswert 0 liegt, ist durch

<t<t

P(_ thkil-a/2 n-k;l-a/2 ) =l-a

gegeben. Setzt man hierin (2.2.25) ein, so erhdlt man

p _tn—k;l—a/Z < R ~ Stn—k;l—on/2 =l-a
svx !

und nach weiterer Umformung
(2226) P(B] — tnfk;lf(x/Z '6\/ X'U < BJ < BJ + tnfk;lfa/z . 6 X‘U j = 1 - .

Gleichung (2.2.26) gibt das Konfidenzintervall fiir f; zum Konfidenzniveau 1-o an. Bei

Normalverteilung der Storvariablen u liegt der unbekannte Regressionskoeffizient f;

mit einer Wahrscheinlichkeit von 1-a in dem Intervall
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3 i
Bj * thkil-a/2 "OVXT .

Das Konfidenzintervall gibt aber aufgrund seiner Robustheit auch eine brauchbare Aus-
kunft tiber die Lokalisation des Regressionskoeffizienten, wenn die Verteilung der Stor-

variablen u Abweichungen von der Normalverteilungsannahme aufweist.

Unter Verwendung der Schitzer fiir die Varianzen der Regressionskoeffizienten Bl und

fﬁz erhilt man fiir die einfache Regression die Konfidenzintervalle

>
SR

Brtthi-o/2 6

und

n N n
BZ itn—2;l—oc/2 G- 5 B
nzxt _@Xt)

zum Konfidenzniveau 1-a. Die (1-a)-Quantile t, 5., ,/, beziehen sich hier auf eine t-

Verteilung mit n-2 Freiheitsgraden.

Beispiel 2.2. 4:  Als Punktschétzer fiir die marginale Konsumquote c¢; der makrodko-
nomischen Konsumfunktion ist der Wert 0,864 ermittelt worden. Dieser Wert ist als Re-
alisation einer Zufallsvariablen zu interpretieren, die sich aus den Stichprobendaten des
Einkommens und Konsums im Zeitraum von 1974 bis 1992 ergibt. Fiir die Beurteilung
wirtschaftspolitischer Mafinahmen ist jedoch gleichwohl von Interesse, in welchem Be-
reich die marginale Konsumquote mit einem hohen Vertrauensniveau liegen wird. Auf
diese Weise kann z.B. versucht werden, wirtschaftliche Entwicklungstendenzen unter

giinstigen und ungiinstigen Bedingungen einzuschitzen.

Die Punktschitzung fiir die marginale Konsumquote ist dann durch ein Konfidenzinter-

vall zu ergénzen. Bei einem Konfidenzniveau von 95 % ist es durch

A n

+ ) .G-
Cl - tn72,0,975 G nzxz (ZX )2
t t

gegeben. Bekannt sind die GréBen, die zur Berechnung der Standardabweichung von ¢,

benétigt werden:
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6=23360, n=19, Zx% =26249285,11, ZXt =22167,78 .
Unter Verwendung des 0,975-Quantils t,7. 975 =2,110 der t-Verteilung mit 17 Freiheits-

graden erhélt man damit das Konfidenzintervall

19
19-26249285,11-22167,78> '

19
19-26249285,11-22167,78>

{0,8642,1 10-23,360-\/ 0,864 +2,1 10-23,360-\/

[0.864~2,110-0,0376; 0,864+2,110-0,0376] =[0,785 ;0,943

fiir die marginale Konsumquote zum Konfidenzniveau von 95 %. .

Beispiel 2.2. 5: In der Geldpolitik werden zu verschiedenen Zwecken Bereiche fiir die
Groflenordnung monetérer Variablen verwendet. Hier soll eine Intervallschitzung der
Einkommens- und Zinselastizitdt der Geldnachfrage vorgenommen werden. Die 95%-

Konfidenzintervalle fiir die Einkommens- und Zinselastizitit lauten

Bz t Lo975m-3 " V‘&R(ﬁz)

[33 * to.975:-3 \/m :

Das 0,975-Quantil der t-Verteilung mit 17 Freiheitsgraden, die sich aus dem Stichpro-

und

benumfang von n=20 ergeben, betrdgt 2,110. Mit den Schétzern
B,=1432 und P, =-0076

und den Standardabweichungen

JVAR(B,)=0057 und VAR(,)=0019

erhilt man fiir die Einkommenselastizitit das Konfidenzintervall

[1,432-2,110-0,057; 1,432+2,110-0,057] =[1,312; 1,501
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und fiir die Zinselastizitdt das Konfidenzintervall
[-0,076-2,110-0,019; —0,076+2,110-0,019] =[-0,116; —0,036] .

Beide Konfidenzintervalle haben ein Vertrauensniveau von 95 %. ¢

Waihrend bei Signifikanztests die Irrtumswahrscheinlichkeit o geeignet festzulegen ist,
setzt die Bestimmung von Konfidenzintervallen eine geeignete Wahl des Konfidenz-
niveaus 1-a voraus. Dabeli ist zu beachten, dass eine grofere Vertrauenswahrscheinlich-
keit bei gegebenem Stichprobenumfang n stets zu Lasten der Genauigkeit geht, d.h. mit
einem breiteren Konfidenzintervall verbunden ist. In der Mehrzahl der Anwendungen
wird ein Konfidenzniveau von 0,95 gewihlt, womit eine 95%ige Sicherheit gegeben ist,

dass das Konfidenzintervall den unbekannten Regressionskoeffizienten f3; iberdeckt.

Wenn eine héhere Prizision erforderlich ist, miisste die Vertrauenswahrscheinlichkeit
gesenkt werden. Eine Wahrscheinlichkeitsaussage tiber die Lokalisation von f; konnte

dann z.B. auf einem Konfidenzniveau von 0,90 erfolgen. Dagegen kann die Gefahr,
dass das Konfidenzintervall den unbekannten Parameter B nicht iiberdeckt, vermindert

werden, indem das Konfidenzniveau z.B. auf 0,99 erhoht wird. In diesem Fall ist nur
mit 1%iger Wahrscheinlichkeit damit zu rechnen, dass der Regressionskoeffizient f3;

auflerhalb des Konfidenzintervalls liegt.

Im Vergleich zu einem Signifikanztest der Hypothese Hy,: §;=0 vermittelt das Konfi-

denzintervall mehr Informationen iiber einen Regressionskoeffizienten. Wenn die Irr-
tumswahrscheinlichkeit oo mit dem Konfidenzniveau 1-o. konform ist, ldsst sich das Er-
gebnis eines zweiseitigen Signifikanztests auch aus dem konkreten Konfidenzintervall
erkennen. Ein Konfidenzintervall, das z.B. den Wert Null iiberdeckt, gibt an, dass der
Regressionskoeftizient nicht signifikant, d.h. nicht gegen Null gesichert, ist. Sofern das
Konfidenzintervall den Wert Null nicht tiberdeckt, fiihrt der Signifikanztest zu einer Ab-
lehnung der Nullhypothese, die ;=0 unterstellt. Im Unterschied zu Signifikanztests
werden Konfidenzintervalle immer dort verwendet, wo konkrete Wahrscheinlichkeits-

bereiche fiir die unbekannten Regressionskoeffizienten gefragt sind.
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2.2.5 Varianzanalyse und Signifikanz des Gesamtzusammenhangs

Der Determinationskoeffizient ist ein MaB fiir die Giite der Anpassung, das hauptséch-
lich deskriptiv interpretiert wird. Jedoch sind die hierin eingehenden Quadratsummen
Zufallsvariablen, die eine varianzanalytische Priifung zulassen. Bei einer Varianz-
analyse (Analysis of Variance = ANOVA) eines 6konometrischen Modells wird die
Summe der quadrierten Abweichungen der Werte der endogenen Variablen y von ihrem
Mittel y in die durch die Regression "erklarte" Quadratsumme und die Abweichungs-
quadratsumme der Residuen aufgeteilt. In einer ANOVA-Tabelle, die die Grundlage ei-
nes Signifikanztests iber den Gesamtzusammenhang ist, werden zusétzlich die Frei-

heitsgrade und die mittleren quadratischen Abweichungen ausgewiesen.

Ubersicht 2.2 1: ANOVA-Tabelle fiir eine Regressionsanalyse

Quelle der Summe der Abwei- Freiheits- Mittlere Abweichungs-

Streuung chungsquadrate grade quadratsumme
Regression S TR 2o vl k-1 Bryty o2 _

=y n B'X'y —ny k-1
Regression | 31(5 -3 =13y ( )/ =)
=p'X'y —ny’
Residuen Zﬁ% =i't n-k i'd / (n-k)
(unerklért)
—\2 _

gesamt Z(yt - Y) =y'y- nyz n-1

Wenn kein systematischer Zusammenhang zwischen der endogenen Variablen y und
den Regressoren (ohne Scheinvariable) x,,X3,...,.X; besteht, miissen die "wahren" Reg-

ressionskoeffizienten fiir diese Variablen gleich null sein. Die Nullhypothese fiir einen

Test des Gesamtzusammenhangs ist somit durch
Ho:Py =B3=...=Px =0
gegeben. Unter der Nullhypothese ist die PriifgroBe aus (2.1.46),

o Xy -ny?) / (c-1)
a'a / (n—k)

(2.2.27)

(2.2.28)

>
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des Signifikanztests F-verteilt mit k-1 und n-k Freiheitsgraden 27. Sie besteht aus dem
Verhiltnis der durch die Regression "erkldrten" Streuung zur Residualstreuung, wobei
die Streuungsmafle in Form der mittleren Abweichungsquadratsummen unter Bertick-
sichtigung der Freiheitsgrade gebildet worden sind. Damit die Nullhypothese abgelehnt
werden kann, d.h. der Gesamtzusammenhang als statistisch gesichert angesehen werden
kann, muss die durch die Regression "erklarte" Streuung grof3 sein im Vergleich zur Re-
sidualstreuung. Genauer wird die Nullhypothese auf dem Signifikanzniveau o verwor-
fen, wenn die Priifgroe F das (1-o)-Quantil Fy_g. . der F-Verteilung mit k-1 und n-
k Freiheitsgraden {ibersteigt:

F>F_gk-1:n-k = Ho ablehnen.

In diesem Fall konnen bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit o nicht mehr alle Regres-
soren als irrelevant angesehen werden. Der F-Test, der in Abbildung 2.2. 2 fiir ein Sig-
nifikanzniveau von a=0,05 wiedergegeben wird, ist demzufolge stets ein einseitiger
Test.

Abbildung 2.2. 2: Annahme- und Ablehnungsbereich des F-Tests

f(F)

95 %

i5°n F
O |

FO,‘)S:kfl:nfk

Annahmebereich Ablehnungsbereich

27 Bei Normalverteilung der StorgroBe u sind die Quadratsummen §'§—ny> und @' unabhingig

y2-verteilt mit k-1 bzw. n-k Freiheitsgraden. Das Verhiltnis zweier y2-verteilter GroBen ist

F-verteilt mit der entsprechenden Anzahl von Freiheitsgraden. Vgl. Mood et al. (1974), S. 247.
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Sofern der Determinationskoeffizient bekannt ist, lasst sich die PriifgroBe gleichwertig

in der Form

_ RYk-1)
(2.2.29) F_W)m

berechnen. Gleichung (2.2.29) ergibt sich unmittelbar durch Erweitern von (2.2.28) um

den Faktor l/ (y'y - n?z ), wie aus der Definition des Bestimmtheitsmaf3es hervorgeht.

Beispiel 2.2. 6: Bei der 6konometrischen Analyse der gesamtwirtschaftlichen Kon-
sumfunktion fir die Bundesrepublik Deutschland im Stiitzzeitraum von 1974 bis 1992
ergibt sich folgende ANOVA-Tabelle:

Quelle der Summe der Abwei- Freiheits- Mittlere Abweichungs-
Streuung chungsquadrate grade quadratsumme
Regression 289082,3 1 289082,3
(erklért)
Residuen 9276,3 17 545,7
(unerklért)
Gesamt 2931194 18 16284,4

Aus ihr lésst sich die Priifgrofie gemaf (2.2.28) berechnen:
2890823
© 5457

Bei einem Signifikanztest auf dem 5 %-Signifikanzniveau ist dieser Wert mit dem 0,95-
Quantil Fjgs.1.1774,45 und auf dem 1 %-Signifikanzniveau mit dem 0,99-Quantil

=529,7.

F0.99:1:1778,40 zu vergleichen. In beiden Fillen tibersteigt der empirische F-Wert den
kritischen Wert, so dass der durch die Konsumfunktion postulierte Zusammenhang sta-
tistisch gesichert ist. Alternativ hat man die Prifgrofe unter Verwendung des Determi-
nationskoeffizienten R2=0,969 bestimmen konnen:
_0,969/1
~(1-0969) /17
Die beiden Formeln (2.2.28) und (2.2.29) fiihren bis auf Rundungsungenauigkeiten zum

=5314 .

selben Ergebnis. .
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Man beachte, dass der F-Test Auskunft dariiber gibt, ob der in einer Regressions-
gleichung spezifizierte Zusammenhang zwischen den exogenen Variablen und der en-
dogenen Variablen iberhaupt statistisch gesichert ist. Der Erkldrungsgehalt braucht bei
einer Signifikanz des Tests keinesfalls besonders hoch zu sein. Die Forderung eines
grolen Wertes des Determinationskoeffizienten im deskriptiven Sinne stellt oft hhere
Anforderungen an ein 6konometrisches Modell. Insbesondere bei neueren Entwicklun-
gen in der okonomischen Theorie, z.B. in der Finanzmarkttheorie und in der empi-
rischen Kapitalmarktforschung, kommt jedoch dem Auffinden tiberhaupt statistisch ge-

sicherter Beziehungen durchaus ein hoher Stellenwert zu.

Beispiel 2.2. 7: Bei einem Kapitalmarktmodell mit drei exogenen Variablen (einschl.
der Scheinvariablen) betrdgt der Determinationskoeffizient 0,303. Das Regressions-
modell ist aus 16 verbundenen Beobachtungen geschétzt worden. Es stellt sich nun die
Frage, ob die exogenen Variablen insgesamt einen Einfluss auf die endogene Variable

besitzen oder aber substantiell bedeutungslos sind.

Aufschluss hieriiber kann ein F-Test auf Signifikanz des Determinationskoeffizienten

vermitteln. Bei einem Signifikanzniveau von 5 % ist die Prifgrofie

2 p— —
- R2/(k-1) __0303/B-D) g0

1-R2)J(n-k) (1-0303)/(16-3)

mit dem 0,95-Quantil F gs.3.;5 der F-Verteilung mit 3 und 16 Freiheitsgraden zu ver-

gleichen. Wegen
F = 2,826< F0’95;3;15 = 3,287
kann die Nullhypothese (2.2.27) nicht verworfen werden, d.h. der Einfluss der exogenen

Variablen auf die endogene Variable des Kapitalmarktmodells ist nicht statistisch ge-
sichert. .
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Aufgaben

2.2.1) Erldutern Sie die Ratio der Maximum-Likelihood-Methode!

(2.2.2) Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schitzer fiir den Parameter A der
Zufallsvariable X, die die Wahrscheinlichkeitsfunktion

f(x|A) =" /x!)-e™
(Poissonverteilung) besitzt!

(2.2.3)  Testen Sie die OLS-Schitzer [31 und Bz des Energiemodells I (s. Aufg. 2.1.4)
auf Signifikanz (0=0,05) und ermitteln Sie die zu einem Konfidenzniveau
von 95% zugehorigen Konfidenzintervalle!

(2.2.4)  Wie groB ist der Standardfehler der Regression von GASV auf VEINKR
(Energiemodell I, s. Aufg. 2.1.4)?

(2.2.5) Geben Sie fiir das Energiemodell I (s. Aufg. 2.1.4) die beiden Residuen fiir
das erste und letzte Jahr des Stiitzbereichs an! Welche Aussage iiber die Giite
der Anpassung an den Réndern ldsst sich aus ihnen gewinnen?

(2.2.6)  Zeigen Sie fiir das Energiemodell II (s. Aufg. 2.1.5) die Streuungszerlegung
in Form einer ANOVA-Tabelle auf! Testen Sie die Nullhypothese
H, :B, =B, =0 und interpretieren Sie das Testergebnis (a=0,01)!

(2.2.7)  Interpretieren Sie die im Aufgabe 2.1.5 fir das Energiemodell II durchge-

fithrte Modellschiatzung unter Berticksichtigung der Informationen tiber die
Varianzen s? ([32) = 6,071 und s? ([33) = 27,082 der Regressionskoeffizienten

ﬁzund ﬁ3 !
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2.3 Multikollinearitit

2.3.1 Begriff der Multikollinearitit

Okonomische Daten, die fiir die exogenen Variablen in einem Regressionsmodell ver-
wendet werden, kénnen nicht in einer fiir die 6konometrische Analyse addquaten Form
ausgewdhlt werden. Im Gegensatz zu den Naturwissenschaften, in denen der Experi-
mentator die Werte der unabhéngigen Variablen fixieren und ihren Einfluss auf die ab-
héngige Variable studieren kann, miissen in den Wirtschaftswissenschaften in der Regel
die unabhingigen und abhingigen Variablen beobachtet werden. Dadurch wird eine
Messung des isolierten Einflusses einer EinflussgréBe auf die zu erkldrende Variable er-
schwert, da die exogenen Variablen hiufig miteinander korreliert sind. In diesem Fall
kann der Einfluss einer exogenen Variablen zumindest zum Teil durch einen anderen
Regressor mit erfasst werden. Der Regressionskoeffizient dieser Variablen wird in einer
multiplen Regression mit beiden Regressoren dann aber geringer sein als in einer ein-
fachen Regression mit ersterer Einflussgrof3e. Tatsdchlich wird der Gesamteinfluss der
beiden korrelierten Regressoren bei einer Schitzung mit der gewohnlichen Methode der
kleinsten Quadrate korrekt erfasst. Die Zurechenbarkeit des Gesamteinflusses der bei-

den exogenen Variablen auf die endogene Variable wird jedoch verwischt.

Multikollinearitit bedeutet nun eine gewisse Form der Abhéngigkeit zwischen den exo-
genen Variablen. Eine exakte lineare Abhédngigkeit zwischen den Regressoren wiirde
dazu fiihren, dass der Rang der Beobachtungsmatrix X kleiner als k wird, so dass die
Annahme (2.1.16) verletzt ist. In diesem Extremfall wiirde der OLS-Schétzer ﬁ nicht

mehr bestimmbar sein. Angenommen, das 6konometrische Modell lautet
(23.1) vy =Bixg FBoxo +Baxz +uy

mit der Scheinvariablen x;=1 und den beiden Einflussgroéfen x, und x;3. Wenn nun die

beiden Regressoren x, und x5 exakt linear miteinander verkniipft sind,
(232) X3t = VX2t »

dann sind die Koeffizienten B, B, und B3 nicht mehr eindeutig bestimmbar, da die In-

verse der Produktionsmatrix X'X nicht existiert. Da jedoch ein perfekter Zusammen-
hang zwischen x, und x5 vorliegt, d.h. der Korrelationskoeffizient r,; gleich Eins ist,
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reicht es aus, eine der beiden exogenen Variablen zur Erkldrung von y heranzuziehen.

Substituiert man (2.3.2) in (2.3.1), so erhilt man die neue Regressionsgleichung
(233)  y =Bixy +(By + YB3 )Xo+,

die nun ohne weiteres mit der OLS-Methode geschétzt werden kann. Dabei kann jedoch
nur der Gesamteinfluss 3, + yf; der beiden EinflussgroBen x, und x5 ermittelt werden.

Er kann nicht in die Einzeleinfliisse 3, und P35 separiert werden, so dass man diese bei-

den Parameter als nicht identifizierbar bezeichnet. Schitztechnisch bedeutet dies, dass
an Stelle einer Regressionsebene nur eine Regressionsgerade im dreidimensionalen
Raum bestimmt werden kann. Wenn zwischen den beiden Regressoren x, und x5 an-

stelle von (2.3.2) eine lineare Abhéngigkeit der Form
(234) X3¢ :6"1"‘{ * X0t

bestehen wiirde, dann wiirde die schitzbare Regressionsgleichung
(2.3.5) Yo =By +8B3 )y +(Ba +vB3 Jxar +u,

lauten. In diesem Fall wire auch der Achsenabschnitt 3; nicht mehr identifizierbar.

Exakte lineare Abhingigkeiten zwischen den Regressoren konnen sich bei 6konometri-
schen Modellen z.B. aufgrund einer definitorischen Beziehung ergeben. Wenn man in
einem Regressionsmodell z.B. als exogene Variablen das Gesamteinkommen Y, das
Lohn- und Gehaltseinkommen L, die Gewinne G und das Transferecinkommen Tr ver-

wendet, dann liegt aufgrund der Definitionsgleichung
Y, =L, +G+Tr

(exakte) Multikollinearitdt vor. Allerdings ist ein derartiges 6konometrisches Modell
auch als fehlspezifiziert anzusehen, da das Einkommen praktisch doppelt verwendet
wird, um die endogene Variable zu erkldren. Ebenso kann eine fehlerhafte Definition
von Dummy-Variablen z.B. zur Erfassung der Saisonkomponente Multikollinearitt
hervorrufen, wenn einige Spalten der Beobachtungsmatrix X dadurch linear vonein-
ander abhingig werden, was spéter ausfiihrlicher diskutiert wird. In diesen Féllen ist die
Produktmatrix X'X nicht invertierbar, so dass der OLS-Schitzer ﬁ nicht existiert. Diese
Form der Multikollinearitit ist jedoch fast immer durch eine sorgfiltige Modellierung

vermeidbar.

Denn exakte lineare Abhéngigkeiten zwischen 6konomischen Variablen kénnen anson-

sten in der 6konometrischen Praxis vernachlissigt werden. Okonomische Variablen sind
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A

héufig durchaus hoch, jedoch nicht perfekt miteinander korreliert. Der OLS-Schétzer p

ist dann zwar berechenbar, doch das Zurechenbarkeitsproblem verursacht Probleme bei
der Interpretation einer dkonometrischen Analyse. Das Schétzproblem ldsst sich gra-

phisch fiir den Fall des Regressionsmodells (2.3.1) veranschaulichen, wenn man eine
hohe Korrelation zwischen den beiden Regressoren x, und x5 unterstellt. Anstatt der

exakten linearen Abhdngigkeit (2.3.4) liegt zwischen ihnen dann eine stochastische
lineare Abhdngigkeit der Form

(2.3.6) X3 =0+7Y Xy +Vy

vor, wobei v eine StorgroBe bezeichnet. Die Projektionen der Beobachtungen
(V¢»X2¢» X5, ) gruppieren sich in der x,, x;-Ebene eng um die Gerade

(2.3.7) X3 =0+7 Xy

Abbildung 2.3. 1: Multikollinearitit

y
A
X3
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Dadurch wird die Schitzung der Regressionsebene in dem von den Variablen
Yy, X, und X5 aufgespannten Raum unsicher. Denn mit zunehmender Nédhe der Projektio-
nen der Beobachtungswerte zur Geraden (2.3.7) geht die Regressionsebene, die sich der
dreidimensionalen Punktewolke optimal anpasst, immer mehr in eine Regressions-
gerade im dreidimensionalen Raum iiber. Wenn alle projizierten Beobachtungen auf der

Geraden (2.3.7) liegen, ist die Lage der Regressionsebene vollkommen unbestimmt. In
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diesem Fall der exakten Multikollinearitét existiert statt einer Regressionsebene E; nur
noch die Regressionsgerade G. Je mehr die projizierten Beobachtungen dagegen in der
X,, X3-Ebene streuen, umso breiter ist die Basis zur Bestimmung einer Regressionsebene

im dreidimensionalen Raum. Bei einer breiten Streuung der X,- und x5-Werte besteht

aber eine Tendenz zur Unabhingigkeit beider Variablen.

Damit ist graphisch aufgezeigt, dass die Multikollinearitdt ein Problem ist, das bei linea-
ren Abhidngigkeiten zwischen den exogenen Variablen auftritt. Es handelt sich somit
nicht um ein Problem bei der Spezifikation eines 6konometrischen Modells, sondern um
ein Datenproblem. Wenn in zwei oder mehreren exogenen Variablen z.B. ein Trend
wirksam ist, muss mit Multikollinearitdt gerechnet werden. Da viele 6konomische Vari-
ablen trendbehaftet sind, ist Multikollinearitit bei einer multiplen Regression hdufig
vorzufinden. Um mit diesem Problem besser vertraut zu werden, befassen wir uns
zundchst einmal mit den unmittelbaren Auswirkungen der Multikollinearitit bei der

Schitzung von 6konometrischen Modellen.

2.3.2 Auswirkungen der Multikollinearitét

Bei Multikollinearitét, die aus statistischen Abhédngigkeiten zwischen den exogenen Va-
riablen resultiert, 14sst sich der OLS-Schétzer |§ weiterhin berechnen. Jedoch liegt die
Determinante |[X'X

nahe bei Null, so dass starke Rundungsfehler dadurch auftreten konnen, dass die Pro-

, die zur Bestimmung der Inversen (X'X)71 benotigt wird, dann

duktmatrix X'X fast singuldr ist. Als Folge konnten sich die geschitzten Regressions-
koeffizienten schon bei geringfiigigen Verinderungen der Datenbasis betrichtlich ver-

dndern.

Dass die Regressionskoeffizienten [3 j bel Multikollinearitdt unsicherer werden, ldsst
sich aus der Kovarianzmatrix des OLS-Schitzers p entnehmen, die entscheidend durch
die Inverse (X'X)f1 determiniert ist. Wir wollen dies an Hand des Regressionsmodells
(2.3.1) aufzeigen, das wir der Einfachheit halber fiir die Abweichungen der Beobach-

tungswerte von ihren Mittelwerten formulieren:
(2.3.8) Vi =BaXay +B3X3 +uy
mit

Y=Yt —Y, Xt =X —Xp und X3¢ =X3; —X3 .
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Vorteilhaft ist hier, dass das absolute Glied B, das fiir die Multikollinearitit ohne Be-

deutung ist, entfillt, so dass sich mit der nx2 Beobachtungsmatrix

21 31

v i22 X 2
X="2 7
Xon  X3n

die 2x2 Produktmatrix
XX = { N%t z§2ti3t:|
z X5 X3¢ z X3t
ergibt, die leicht zu invertieren ist. Unter Verwendung der Determinante
ivi‘ = zigt Zigt - (Ziztim )2
und der adjungierten Matrix

&P - F:x3t —Zimim}

~2
X X3¢ zx2t

erhilt man fiir den OLS-Schitzer
" > s\Vloo Lo~ ~ o~ ~
B=(XX)'Xy mit §=(5,..50)
die Kovarianzmatrix

2 =2
(239)  Covlp)=c2(XX)" = o int s
YR LR — (T RKae)” [~ XX 2R3

Die Varianzen von ﬁ2 und f%3 lauten folglich

2
Var(B ) Zx3t
’ 2tzx3t (Zx2tx3t
und
o2
varlp,)- RS

Zigt zx3t - (ZXZti.’:t )2
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Man erhilt eine geeignete Interpretation der Multikollinearitdt, wenn man hierin den
Korrelationskoeffizienten r,3 zwischen x, und x5 einfiihrt, der durch

definiert ist. Nach Quadrierung ergibt sich hieraus

23.10) (Y% f =k YR,

so dass die Varianzen von B, und B; in der Form

2

A (¢
1133 X5

und

02

(2.3.12) Var(ﬁ3)= e
(1_r23EX2t

darstellbar sind. Bei multikollinearen Regressoren x, und x5 geht r,3 tendenziell gegen
Eins, was die Nenner von (2.3.11) und (2.3.12) klein werden ldsst. Multikollinearitit
fiihrt mithin zu hohen Varianzen der geschitzten Regressionskoeffizienten, deren Aus-
pragungen umso unsicherer werden. Eine Signifikanz der Regressionskoeffizienten lisst
sich daher schwieriger ermitteln. Der Gesamtzusammenhang kann statistisch gesichert

sein, obwohl die einzelnen Regressionskoeffizienten insignifikant sind.

Aus der Kovarianzmatrix (2.3.9) lédsst sich ebenso der Zusammenhang zwischen den
beiden Schitzern Bz und [33 ausfindig machen. Unter Verwendung von (2.3.10) erhilt
man fiir die Kovarianz zwischen B , und B3 den Ausdruck
2 ~ o~
AR —0 2. X2tXst
COV(BZ:ﬁ 3 ) Z ’
( — 1 )ZXZt X3t

der anzeigt, dass die Regressionskoeffizienten ﬁz und [33 bei Multikollinearitdt negativ

korreliert sind. Dies ergibt sich daraus, dass das Kreuzprodukt Ziztf%t , das die Rich-
tung des Zusammenhangs zwischen x, und x5 angibt, bei Multikollinearitét ein positives
Vorzeichen haben muss. Genauer ldsst sich zeigen, dass die Korrelation zwischen
Bz und B3 bei umgekehrten Vorzeichen absolut so hoch ist wie die Korrelation

zwischen X, und x5:
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Ty o =—Ty .
P2:Bs 23

Das bedeutet, dass eine Uberschitzung von ﬁz mit einer Unterschitzung von ﬁ3
einhergeht und umgekehrt. Hieran wird noch einmal die Schwierigkeit einer Separie-

rung des Gesamteinflusses der beiden exogenen Variablen x, und x5 verdeutlicht.

Was hier beispielhaft anhand zweier exogener Variablen aufgezeigt worden ist, gilt im
Prinzip auch bei mehr als zwei EinflussgroBen. Damit kann das Problem der Multikol-
linearitdt allgemein gravierende Auswirkungen bei einer Okonometrischen Analyse
haben. Eine Einschédtzung des Einflusses einer bestimmten exogenen Variablen wird mit
zunehmender Ausgeprégtheit der Multikollinearitdt immer unsicherer. Dies ist insbe-
sondere unbefriedigend, wenn der empirische Gehalt einer 6konomischen Hypothese
oder die Wirkungen wirtschaftspolitischer MaBnahmen untersucht werden sollen.
Weniger gravierend ist das Multikollinearitétsproblem dagegen bei einer Wirtschafts-
prognose, wenn die Beziehungen zwischen den exogenen Gréflen im Prognosezeitraum

weitgehend erhalten bleibt.

2.3.3 Aufdeckung von Multikollinearitét

Zur Aufdeckung von Multikollinearitdt gibt es verschiedene Techniken, die von einer
einfachen Korrelationsanalyse der exogenen Variablen bis hin zu einer Hauptkompo-
nentenanalyse (principal components) reichen 2. Wir beschrinken uns hier auf die
Darstellung einiger einfacherer Techniken, da letzteres Verfahren Kenntnisse der multi-
variaten Statistik voraussetzt. Wie die Hauptkomponentenanalyse zur Aufdeckung der
Anwesenheit und Form von Multikollinearitit eingesetzt werden kann, wird in fortge-
schrittenen ckonometrischen Lehrbiichern aufgezeigt (s. z.B. Fomby, Hill und Johnson,
1988, S. 293-296).

Wenn ein Regressionsmodell zwei Regressoren (auBler der Scheinvariablen) x, und x5

enthélt, reicht eine einfache Korrelationsanalyse aus. Multikollinearitidt wird dann
durch einen hohen Korrelationskoeffizienten r,; angezeigt. Als Faustregel kann hierbei

ein Korrelationskoeffizient von absolut 0,8 und gréBer gelten. Nun kénnte man bei mehr

28 Ein Verfahren zur Aufdeckung von Multikollinearitit ist erstmals in Form einer "Biischelkarten-

analyse" (confluence analysis) von Frisch (1934) entwickelt worden, das jedoch recht aufwendig
und von subjektiven Urteilen abhéngig ist. Vgl. hierzu Menges (1961), S. 146-154.
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als zwei exogenen Variablen entsprechend alle paarweisen Korrelationskoeffizienten
123, Togye-s T 1  Zur Beurteilung der Multikollinearitdt heranziehen. Mit dieser Methode
lassen sich jedoch nur paarweise Abhingigkeiten aufdecken, nicht jedoch wechselsei-
tige Beziehungen bei Beteiligung mehrerer Einflussgroen. So konnte sich z.B. im Falle
von drei exogenen Variablen durchaus Multikollinearitdt aus einer wechselseitigen Ab-
hingigkeit aller drei Regressoren ergeben, obwohl die paarweisen Korrelationskoeffi-
zienten absolut niedrig sind. AuBerdem lésst sich allgemein durch eine einfache Kor-
relationsanalyse nicht die Auswirkung der Multikollinearitit auf die Genauigkeit der

Regressionskoeffizient einschitzen.

Die einfache Korrelationsanalyse wird erweitert, wenn man bei der Beurteilung der
Multikollinearitét den multiplen Korrelationskoeffizienten R, mit einbezicht. Nach

Klein (1969, S. 101) wird die Multikollinearitdt zu einem Problem, wenn die Korrela-

tion rj; zwischen zwei Regressoren x; und X;, i#j, absolut den multiplen Korrelations-

koeffizienten Rye tibersteigt:

‘rij‘>RyX2,...,k’ ,j=23,..k i#]j.

Die Einschrinkungen, die gegeniiber der einfachen Korrelationsanalyse gemacht wor-
den sind, werden dadurch jedoch nicht aufgehoben. Allein die Beurteilung der kriti-
schen Grenze der Korrelationskoeffizienten, von der ab die Multikollinearitit als wirk-

sam angesehen wird, ist bei diesem Verfahren objektiviert worden.

Als Diagnosemal} zur Entdeckung von Multikollinearitdt wird gelegentlich die Deter-
minante der Korrelationsmatrix R der exogenen Variablen verwendet. Die Korrela-
tionsmatrix R ist reguldr, wenn die Datenmatrix X vollen Rang hat. Ansonsten wird R
singulér, so dass ihre Determinante gleich null ist. Wenn exogene Variablen nun stark
korreliert sind, besteht zwischen zwei oder mehreren Spalten von X ndherungsweise
eine lineare Beziehung, was zur Folge hat, dass die Korrelationsmatrix R fast singulér
wird. Bei Multikollinearitdt wird die Determinante von R mithin einen Wert nahe bei

null annehmen:

(23.13)  |R|~0.
Die Beurteilung wird jedoch dadurch erschwert, dass es keinen objektiven kritischen
Wert fiir ‘R‘ gibt, von dem ab die Multikollinearitit als gravierend eingeschitzt werden

kann. Dariiber hinaus ist zu beachten, dass es sich hierbei um ein globales Maf handelt,
das keinerlei Einsicht iiber die Art der Multikollinearitit vermittelt. Insofern hat dieses
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Diagnosemal} hauptsichlich eine Funktion als "overall"-Kriterium, das als Ausgangs-
punkt einer detaillierteren Analyse der Multikollinearitit dienen kann.

Das Verfahren der Hilfsregressionen vermittelt bessere Einsichten in die Art der
Multikollinearitit, was jedoch durch einen grofleren Aufwand erkauft werden muss (vgl.
hierzu Farrar und Glauber (1967, S. 92—-107). Es besteht darin, dass fiir jede der k-1
(echten) exogenen Variablen eine Regression auf die verbleibenden k-2 Regressoren
durchgefiihrt wird:

A 2 2 2
Xor = PBixy +B3x3 + +BiXy

A 3 3 3

X3 = PBixy +Paxy t+or +BkXi

A k k k

Xpe = Brxp +PB2xa +o HProXyon -

Fiir jede dieser Hilfsregressionen wird ein Bestimmtheitsmal3 RJZ- berechnet, bei dem der
Index j angibt, dass x; als abhéngige Variable fungiert. Rein deskriptiv betrachtet weist

ein hohes RJZ- eine lineare statistische Abhéngigkeit der Variablen x; mit den iibrigen

Regressoren aus. Die Beziehungen zwischen den exogenen Variablen koénnen jedoch

zusitzlich mit einem F-Test tiberpriift werden, dessen Priifgrofie

2 —
(23.14) F = R} /k-2)

"R -k+1)

lautet. Gegeniiber dem F-Test iiber den Gesamtzusammenhang eines 6konometrischen
Modells sind die Grofien R? durch RJ2 und k durch k-1 ersetzt worden. Ein signifikanter

3j =2539'--ak >

linearer Zusammenhang zwischen x; und den iibrigen exogenen Variablen wird bei

einem Signifikanzniveau o durch die Ungleichung

F; > F onkitia
angezeigt, bei der Fi_»., 4. das (1-o)-Quantil der F-Verteilung mit k-2 und n-k+1
Freiheitsgraden ist. Die Hilfsregressionen kénnen in gleicher Form fiir Teilmengen der
exogenen Variablen durchgefiihrt werden, wozu entsprechende Modifikationen des
Tests vorzunehmen sind.
Sofern sich bei den F-Tests keine Signifikanz der Rjz- zeigt, wird die Hypothese einer

linearen statistischen Unabhangigkeit der exogenen Variablen angenommen, was be-
deutet, dass keine Multikollinearitét vorliegt. Die Bestimmtheitsmaf3e Rjz- nehmen dann

durchweg niedrige Werte an. Wenn ein RJZ- signifikant ist, wird damit zugleich eine Ein-
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sicht darliber vermittelt, durch welche Variablen die Multikollinearitdt hervorgerufen
wird. Dies kann bei Maflnahmen zur Beseitigung der Multikollinearitit von Bedeutung
sein. Farrar und Glauber (1967, S. 92ff.) beabsichtigen allgemein, durch diese Tests die
Datenbasis einzugrenzen, durch die die Multikollinearitét hervorgerufen wird. Jedoch
ist zu beachten, dass es bei 6konomischen Variablen haufig zumindest einige signifi-
kante F-Werte geben wird. Dann unterliegen die Hilfsregressionen jedoch selbst der
Multikollinearitit, wodurch es schwierig wird, die spezifischen Abhingigkeiten

zwischen den exogenen Variablen herauszufiltern.
Bei einer deskriptiven Ausrichtung des Verfahrens der Hilfsregressionen kann man sich
auf eine Betrachtung der GréBenordnung der Bestimmtheitsmale R? beschrianken. An-

stelle der Bestimmtheitsmalle zieht man bei einer Diagnose von Multikollinearitdt dann

jedoch hiufig die sog. Toleranzkoeffizienten tol; heran, die durch

23.15)  toli=1-R?, j=2.3,...k
J ] ]

definiert sind. Niedrige Toleranzkoeffizienten indizieren eine Prdsenz von Multikol-
linearitét. Als Faustregel ist das Ausmall der Multikollinearitit als kritisch zu beurteilen,
wenn die Toleranzkoeffizienten die Schranke von 0,05 unterschreiten. Danach ist man
mithin bereit, im Falle von tol; > 0,05 kollineare Beziehungen zwischen den Regresso-

ren zu tolerieren.

Unter Verwendung der Toleranzkoeffizienten tol; lassen sich die Varianzinflationsfakto-

ren
(2.3.16)  VIF, :L, j=2.3,....k,
tol,
bilden, aus denen die durch Multikollinearitit bedingte Inflationierung der Varianzen
der Regressionskoeffizienten ﬁ j hervorgeht. Genauer gibt die KenngroBe VIF; die Er-

héhung der Varianz Var(ﬁ j) an, die darauf zuriickgefiihrt werden kann, dass die Vari-

able x; mit den {ibrigen exogenen Variablen des Regressionsmodells nicht unkorreliert
ist, sondern in einer durch das Bestimmtheitsmalf} R? gemessenen kollinearen Bezie-

hung steht.

Beispiel 2.3.1: In der Geldnachfragefunktion (2.1.29) wird die logarithmierte

Geldnachfrage (In m) durch die auf einer logarithmischen Skala gemessenen exogenen
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Variablen Einkommen (In y) und Zinssatz (In r) erklirt. Die einfache und erweiterte
Korrelationsanalyse zur Aufdeckung von Multikollinearitét stiitzen sich hier allein auf
den Korrelationskoeffizienten 1,3 zwischen In y und In r, der einen Wert von -0,278 an-
nimmt. Da | 23 | =0,278 sowohl kleiner als die durch die Faustregel der einfachen Kor-
relationsanalyse gegebene Schranke von 0,8 als auch kleiner als der multiple Korrela-
tionskoeffizient R, von 0,989 ist, geben beide Verfahren keinen Hinweis auf die

Priasenz von Multikollinearitét.

Dementsprechend weicht die Determinante der Korrelationsmatrix R der exogenen Va-
riablen betréchtlich von null ab:

1 0,278

‘R‘ = de‘{
0,278 1

} =1-0,278% =0,923

In dem Verfahren der Hilfsregressionen ist allein eine Regression durchzufiihren, da es
im Hinblick auf die Bestimmtheit gleichgiiltig ist, ob In y auf In r oder In r auf In y
regressiert wird. Die OLS-Schitzung der ersteren Regression fiihrt zu der Regressions-
funktion

A

Iny=7,585-0,092-Inr,

die eine Bestimmtheit von 0,077 hat. Will man dieses Bestimmtheitsmal3 (R% =0,077)

mit dem F-Test auf Signifikanz testen, ist der empirische F-Wert (2.3.14) mit dem
(1-o)-Quantil der F-Verteilung mit k-2=3-2=1 und n-k+1=20-3+1=18 Freiheitsgraden
zu vergleichen. Der Wert der PriifgroBe (2.3.14) von 1,502 liegt bei einem Signifikanz-
niveau von 5% (1%) deutlich unterhalb des kritischen Wert von 4,43 (8,33). Bei
deskriptiver Ausrichtung des Verfahrens wére der Toleranzkoeffizient tol, von 0,923
(=1-0,077) mit der durch die Faustregel gegebene Schranke von 0,05 zu vergleichen,
die klar tiberschritten wird. Beide Vorgehensweisen fithren daher zu dem Ergebnis, dass
das Multikollinearitdtsproblem bei der 6konometrischen Schitzung der Geldnachfrage-

gleichung nicht gravierend ist.

Man wird aus diesem Grund davon ausgehen konnen, dass die Isolierung des Einflusses
der beiden exogenen Variablen auf die Geldnachfrage hier zuverlédssig geschitzt worden
ist. Der Varianzinflationsfaktor VIF; von 1,084 (=1/0,923) zeigt aber an, dass Multikol-
linearitdt nicht vollig abwesend ist: Sie bldht die Varianz des OLS-Schitzers ﬁz (und

damit auch die Varianz von [3 3) um 8,4% auf. .
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2.3.4 Uberwindung von Multikollinearitit

Wenn ein 6konometrisches Modell mit Multikollinearitit behaftet ist, stellt sich fiir den
empirischen Forscher die Frage, wie diesem Problem am besten Rechnung getragen
werden kann. Wihrend das Multikollinearitdtsproblem fiir Prognosezwecke eventuell
nicht berlicksichtigt werden braucht, ist es bei anderen Okonometrischen Analysen
hiufig wiinschenswert, es auszuschalten oder zumindest zu vermindern. Bei Quer-
schnittsanalysen lésst sich das Problem unter Umstdnden dadurch 16sen, dass die Daten-
basis erweitert wird. Voraussetzung hierfiir ist jedoch, dass die Beobachtungswerte der
exogenen Variablen zusitzlich einbezogener statistischer Einheiten einen breiteren
Streubereich aufweisen als das vorhandene Datenmaterial. Die Moglichkeit einer Er-
weiterung der Datenbasis ist bei Zeitreihendaten dagegen hiufig nicht gegeben. Zwar
konnten moglicherweise zusitzliche Daten aus der weiter zuriickliegenden Vergangen-
heit beschafft werden. Doch ist in diesem Fall die Gefahr eines Strukturbruchs zu be-
riicksichtigen, der eine einheitliche Behandlung des Datenmaterials verhindert. Die
Verwendung von Paneldaten (= Abschn. 2.12), d.h. die Kombination von Zeitreihen-
und Querschnittsdaten, kann in empirisch-6konometrischen Analysen jedoch entschei-

dend zu einer Entschirfung des Multikollinearitdtsproblems beitragen.

Wenn sich die Datenbasis nicht auf diese Weise erweitern lésst, konnte es jedoch mog-
lich sein, externe Informationen in das 6konometrische Modell zu integrieren, die die
Multikollinearitit beseitigen konnten. Angenommen, es wird die Nachfrage nach einer
Giitergruppe in Abhidngigkeit von den Konsumausgaben und dem Preisniveau unter
Verwendung von Zeitreihendaten 6konometrisch untersucht. Da die Konsumausgaben
héufig mit dem Preisniveau korreliert sein werden, ist mit Multikollinearitit zu rechnen.
Wenn nun die GroBenordnung des Einflusses der Konsumausgaben auf die Nachfrage
der Giitergruppe z.B. aus einer Querschnittserhebung bekannt ist, stellt sich die Frage,
inwieweit der Regressionskoeffizient dieser exogenen Variablen bei der Schitzung der
Nachfragefunktion beriicksichtigt werden kann. Falls sich dies als sinnvoll erweisen
sollte, wire die Multikollinearitét beseitigt, da nur noch der Einfluss des Preisniveaus
auf die Giiternachfrage geschitzt zu werden brauchte. Allerdings ist eine Verkniipfung
von Querschnitts- und Zeitreihendaten nicht nur aufgrund des Aggregationsproblems
problematisch. Denn moglicherweise wird ein langfristiger Reaktionskoeffizient be-
notigt, wihrend der vorliegende Regressionskoeffizient eine kurzfristige Wirkung
wiedergibt. Aus der 6konomischen Theorie selbst werden sich dagegen nur in Ausnah-

mefillen Aussagen iiber die Grof3enordnung eines Parameters ableiten lassen.
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Sofern sich eine Panelanalyse als nicht gangbar erweist, wird man im Regelfall die
Multikollinearitdt nicht durch eine Erweiterung der Datenbasis oder die Verwendung
externer Informationen vermindern kdnnen. Bei Beobachtungsdaten, d.h. nicht-experi-
mentellen Daten wird das Problem der Multikollinearitdt mehr oder minder stark stets
prasent sein. In jedem Fall ist eine festgestellte Multikollinearitit bei der Interpretation
von Modellschitzungen zu beriicksichtigen. Grundsitzlich kann man zwar auf Bereini-
gungsverfahren zuriickgreifen, die auf die vorhandene Datenbasis anwendbar sind. Die
sich hierbei ergebenden Vorteile miissen aber mit Nachteilen erkauft werden, die durch-
aus gravierend sein konnen. Die Vorschldge reichen hier von einer Variablenunter-
driickung bis hin zu einer Hauptkomponentenregression. Wir beschrinken uns abschlie-
Bend an dieser Stelle auf die Vorstellung zweier einfacher Bereinigungsverfahren. Die
Hauptkomponentenregression (principal components regression) erfordert Kenntnisse
der multivariaten Statistik, die hier nicht behandelt werden, so dass auf eine Diskussion
dieses Verfahrens verzichtet wird. Sie ist z.B. in der "Advanced Econometrics Methods"
von Fomby, Hill und Johnson (1988) vorzufinden.

Das Verfahren der Variablenunterdriickung versucht, das Multikollinearitétspro-
blem dadurch zu 16sen, indem eine oder mehrere hochkorrelierende Variablen aus dem
Regressionsmodell ausgeschlossen werden. Wenn z.B. zwei Variablen hoch korreliert
sind, erfasst eine der beiden Variablen zugleich den grofiten Teil des Einflusses der
anderen Variablen, so dass der "Erkldarungsgehalt" bei der Unterdriickung einer Variab-
len im GroBen und Ganzen erhalten bleibt. Die Multikollinearitit wird dadurch nicht
nur vermindert, sondern sogar vollig ausgeschaltet. Gleichwohl geht damit ein uner-
wiinschter Effekt einher. Wenn das 6konometrische Modell urspriinglich korrekt war,
ist es nun fehlspezifiziert. Die unterdriickte exogene Variable ist in der Stérvariablen
enthalten, die nun mit dem verbleibenden Regressor korreliert ist. Der Erwartungswert
der Stoérvariablen kann zudem nicht mehr unbedingt als null angenommen werden, denn
er kann ebenfalls einen systematischen Fehler enthalten. Die Optimalititseigenschaften
der OLS-Methode gehen dadurch verloren. Auf keinen Fall kann durch Variablen-
unterdriickung aber das Ziel einer Separierung des Einflusses der exogenen Variablen

erreicht werden.

Beim Verfahren der Differenzbildung wird davon ausgegangen, dass die Multikol-
linearitdt in 6konometrischen Modellen durch einen Trend in den exogenen Variablen

auftritt. Wenn man ndherungsweise einen linearen Trend unterstellen kann, ist seine
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Ausschaltung durch eine einfache Differenzenbildung gegeben. Bei zwei exogenen Va-
riablen (ohne Scheinvariable) lautet die Regressionsgleichung fiir die Periode t

Ve =Br +BaXp +Baxs +uy .
Subtrahiert man hiervon die Regressionsgleichung fiir die Vorperiode t-1,

Vo1 =B1 +BaxXo g +BsX5 g tu

so erhilt man das Regressionsmodell

(2317) Ayt = BZAX2t +B3AX3t +Aut 5

wobei z.B. Ay, =y, —y,_; bedeutet. In dem Malle, wie es gelingt, den Trend aus den
exogenen Variablen x, und x5 auszuschalten, vermindert sich die Multikollinearitét
gegeniiber dem urspriinglichen Modell mit den Niveauvariablen. Gleichung (2.3.17) be-
zeichnet man als homogenes Regressionsmodell, da die Scheinvariable x; eliminiert ist.
Ein absolutes Glied wiirde nur dann erhalten bleiben, wenn eine exogene Variable in
dem urspriinglichen Modell eine Trendvariable wére. Dann wiirde die Einfithrung eines
absoluten Gliedes in (2.3.17) bei einer 6konometrischen Schétzung den Trendeinfluss in

dem urspriinglichen Regressionsmodell messen.

Allerdings ist das Verfahren der Differenzenbildung nicht unproblematisch. Zunéchst
einmal ldsst sich eine Verminderung der Multikollinearitét allein bei einem nidherungs-
weisen linearen Trend in den exogenen Variablen theoretisch begriinden. Dartiber
hinaus gibt es keine Gewihr, dass eine Ausschaltung der Multikollinearitit durch dieses
Verfahren die Unsicherheit der Parameterschédtzung vermindert. Denn durch die Diffe-
renzenbildung wird der Streubereich der exogenen Variablen erheblich eingeschrinkt,
was zu einer VergroBerung der Varianzen der geschitzten Regressionskoeffizienten
fiihrt. Dadurch kann es dazu kommen, dass sich der Einfluss einer exogenen Variablen
auf die endogene Variablen als nicht signifikant erweist, obwohl sie tatsidchlich viel-
leicht bedeutsam ist. Aulerdem sind die Storvariablen Au, autokorreliert, wenn die
Storvariablen u, die klassischen Eigenschaften aus (2.1.7) erfiillen. Der OLS Schétzer

hat dann nicht mehr die BLUE-Eigenschatft.
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Aufgaben

(2.3.1)  Worin besteht das Problem der Multikollinearitit?

2.3.2) Welche Interpretationsprobleme ergeben sich im Falle von Multikollinearitit
bei 6konometrischen Modellschitzungen?

(2.3.3)  Nennen Sie Verfahren zur Aufdeckung von Multikollinearitit.

(2.3.4)  Welche Probleme bringen die Verfahren der Variablenunterdriickung und
Differenzenbildung zur Uberwindung von Multikollinearitit mit sich?

2.3.5) Beurteilen Sie das AusmaBl der Multikollinearitdt anhand einer erweiterten
einfachen Korrelationsanalyse und der Determinante der Korrelationsmatrix
der exogenen Variablen fiir das Energiemodell III (Nachfrage nach Erdgas
(GASV) in Abhingigkeit von den Preisen fiir Erdgas (GASPR) und Fern-
wirme (FERNWPR) sowie dem verfiigbaren Einkommen (VEINKR), Daten
s. Anhang B, Tab. B1)!

(2.3.6)  Fiihren Sie fiir das Energiemodell III (s. Aufgabe (2.3.5)) das Verfahren zu

Hilfsregressionen zur Aufdeckung von Multikollinearitit durch!
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2.4 Heteroskedastizitit und Autokorrelation

2.4.1 Form und Auswirkungen der Modelldefekte

Nun werden mit der Heteroskedastizitit und der Autokorrelation diejenigen Modell-
defekte diskutiert, die sich beide auf die Varianz-Kovarianz-Matrix der Storterme be-

ziehen. In den bisher verwendeten Regressionsmodellen wurde stets die Annahme

(24.1) Cov(u) = E(uu‘) =671

einer skalaren Varianz-Kovarianz-Matrix unterstellt, die bei einer ndheren Betrachtung
zwel unterschiedliche Implikationen beinhaltet: Erstens haben die Storterme eine kon-
stante und endliche Varianz, d.h. sie sind homoskedastisch. Diese Hypothese ist jedoch
insbesondere bei der Analyse von zeitabhéngigen Daten nicht unproblematisch. Folgen
etwa die exogenen Variablen einem aufsteigenden Trend, dann kann auch eine im Zeit-
ablauf steigende Storgroflenvarianz vorliegen. Sofern allgemeiner zugelassen wird, dass
sich die Varianzen der Storterme unterschiedlicher Beobachtungspunkte voneinander
unterscheiden, spricht man von Heteroskedastizitit. In diesem Fall ist die Varianz-

Kovarianz-Matrix der Storterme durch

012 0--0
(2.4.2) Cov(u) =E(uu')= = = .

gegeben. Die Kovarianzmatrix Cov(u) ist somit eine nxn-Diagonalmatrix, deren Haupt-
diagonalelemente 7 die Varianz der Stérterme bezeichnet, der bei der t-ten Beobach-
tung auftritt. Bei Heteroskedastizitdt gilt allgemein Gtz # o2 fiir ts, so dass sich die Va-
rianzen der Storterme unterschiedlicher Beobachtungen voneinander unterscheiden.
Somit sind in der Varianz-Kovarianz-Matrix (2.4.2) n Parameter unbekannt. Zusammen
mit den k Parametern im Vektor p der Regressionskoeffizienten wéren daher in einem
allgemeineren Modell insgesamt k+n Parameter zu schétzen, was bei n Beobachtungen

jedoch an den fehlenden Freiheitsgraden der Schétzung scheitern muss.
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Allgemein ist bei einer Verletzung der Annahme (2.4.1) die nxn-Einheitsmatrix I durch
eine nxn-Matrix Q zu ersetzen, die die Varianzen und Kovarianzen der Storvariablen

unterschiedlicher Beobachtungspunkte bis auf den sog. Skalenfaktor 6 wiedergibt:
(243)  Cov(u)=E(uu)=c’Q.

Im Falle der Heteroskedastizitdt nimmt die Matrix © Diagonalgestalt an:

O] 0---0
0 o 0
Q44 Q= .

Die Definition der Kovarianzmatrix (2.4.2) ist hiermit vertrdglich, wenn man fur die

Varianzen der Storgrofien die Beziehung
(2.4.5) ctz =2 O

unterstellt. Die GroBe o lédsst sich hierin als eine Skalierungsvariable auffassen. Glei-
chung (2.4.5) stellt eine wichtige Relation dar, um Heteroskedastizitdt bei einer Modell-
schitzung trotz der fehlenden Freiheitsgrade einfangen zu konnen.

Die zweite Implikation der Annahme einer skalaren Kovarianzmatrix (2.4.1) ist, dass
sich Storterme unterschiedlicher Beobachtungen nicht beeinflussen, also unkorreliert
sind. In den bisher diskutierten Regressionsmodellen wurde somit die Abwesenheit von
Autokorrelation unterstellt. Diese Hypothese ist etwa bei konjunkturellen Daten kri-
tisch, wenn durch den Regressionsansatz eine lineare Beziehung zwischen der endo-
genen und den exogenen Variablen unterstellt wird. Allgemein konnen sich autokor-
relierte Storterme jedoch auch dann ergeben, wenn im zugrunde gelegten
Regressionsmodell relevante Erklarungsvariablen nicht berticksichtigt werden, z.B. um
dem Problem der Multikollinearitédt zu entgehen oder um die Anzahl der Freiheitsgrade
bei der Schitzung nicht zu reduzieren. Sofern die Realisationen der ausgeschlossenen
Variablen in der Beobachtungsperiode variieren, was speziell bei zeitabhidngigen Daten
nahezu stets der Fall sein diirfte, wird eine signifikante Korrelation der Stoérterme unter-

schiedlicher Zeiteinheiten hervorgerufen.

Bei autokorrelierten Stortermen ist die Varianz-Kovarianz-Matrix anstelle von (2.4.1)
durch
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2
o 612 Oln
2
(2.4.6) Cov(u) = E(uu') = G?l N ng
2
Onl On2 *° O

gegeben. In (2.4.6) wurde erneut die Annahme der Homoskedastizitdt vorausgesetzt, so
dass die Diagonalelemente der Matrix identisch sind. Diese Vorgehensweise wird hier
deshalb gewihlt, um die beiden unabhingigen Modelldefekte separat analysieren zu

koénnen.
Das Nebendiagonalelement o, = E(u; -uy),t #s,t,s =1,2,...,n, der Varianz-Kovarianz-

Matrix (2.4.6) bezeichnet die Autokovarianz zwischen den Stortermen der t-ten und der
s-ten Beobachtung. Die Autokovarianzen sind bei Vorliegen einer Autokorrelations-
struktur im Allgemeinen verschieden. Jede der n Zeilen der Kovarianzmatrix enthélt

somit n-1 unterschiedliche Autokovarianzen. Da die Matrix aulerdem symmetrisch ist
(64 =0 ), sind zusitzlich zu den k+1 Parametern im multiplen Regressionsmodell (k

Parameter im Vektor B sowie die Stdrvarianz o2) n(n-1)/2 Autokovarianzen o, zu
schétzen. Wie im Fall der Heteroskedastizitit ist bei Autokorrelation eine Schétzung des
allgemeineren Modells ohne weitere Annahmen aufgrund der fehlenden Freiheitsgrade

nicht moglich.

Wie die Heteroskedastizitit 14sst damit auch die Autokorrelation bei einer Modellschit-
zung nur durch Auferlegung bestimmter Restriktionen berticksichtigen. Wie wir spiter
sehen werden (= Abschn. 2.4.4.2.2), spezifiziert sich die Matrix Q z.B. bei einer Auto-

korrelation erster Ordnung zu
1 o 9P e ! 1
o 1 T ¢"-2

_¢n—1 ¢n—2 ¢n—3 1

Unter dieser Restriktion ist neben der Storvarianz o2 allein der sog. autoregressive Pa-
rameter ¢ zu schitzen. Die Anzahl der unbekannten Parameter hat sich dadurch er-

heblich reduziert.

Grundsétzlich empfiehlt es sich, vorab statistische Tests auf Heteroskedastizitdt und

Autokorrelation durchzufiihren, um Hinweise auf die Art und Form des Modelldefektes
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zu erhalten. Abhdngig von den Ergebnissen dieser Tests ldsst sich dann die Varianz-
Kovarianz-Matrix der Storterme spezifizieren, die in einem verallgemeinerten multiplen

Regressionsmodell bei der Schitzung der Regressionskoeffizienten berticksichtigt wird.

Fiir den Fall der Heteroskedastizitét soll hier genauer gezeigt werden, welche Auswir-
kungen dieses Modelleffekt auf die Schitzeigenschaften des Kleinst-Quadrate-Schitzers
B in unmodifizierter Form nach sich ziehen wiirde. Der Anschaulichkeit halber gehen

wir hierzu vom einfachen Regressionsmodell
Ve =P +Bax¢ +uy
aus und beschranken uns auf den OLS-Schitzer Bz, der sich wegen (2.1.21) in der

Form

Q47 B,y = S% _Z(x _i)(th_ y) _ X(x =Xy, _é(;t _x)y
s Tl S(x - %)

darstellen ldsst. Gleichung (2.4.7) ldsst sich unter Verwendung von (2.1.17) zu

Z(Xt_i)Yt —B, + Z(Xt_i) u
Yo% 0 Yl -xP

vereinfachen, woraus fiir den Erwartungswert

200-%) o 2ke-X)
Z(Xt _i)z Z(Xt _g)

und mit der Annahme (2.1.2), E(u,)=0,

B2 )=p,

folgt. Hierbei ist von der Eigenschaft vorgegebener fester x-Werte Gebrauch gemacht
worden. Wie sich zeigt, ist der OLS-Schitzer fiir , erwartungstreu unabhéngig davon,

(2.4.8) B, =

E(ﬁz)= E B, +

ob die Stérvariable u, homoskedastisch oder heteroskedastisch ist.

Dies trifft jedoch fiir die Varianz von ﬁ , nicht zu. Im Gegenteil kann die Verzerrung

hier betrachtlich sein. Unter Verwendung von (2.4.8) erhélt man

= Ue s

arl, )= Var| +M~u — Var Z(Xt_i)‘
\Y (Bz) Var| 8, Z(Xt—i)z A Z(xt—i)z
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da B, als additive Konstante mit einer Varianz von null vernachldssigt werden kann.
Wihrend man bei einer homoskedastischen Storvariablen u, den gesamten Bruch we-

gen Var(u, )= 67 herausziehen kann,

(2.4.9) Var(Bz): [ZZ:“((Xt_X)f]z-Var(ut): —C

ist dies bei einer heteroskedastischen Stérvariablen u, wegen Var(u, ) = (Stz nicht mog-

lich. Hierfiir erhdlt man
Z(Xt _§)2 Z(Xt _i)z Utz ,
> (s, %P > 6, P

was flir 0% # 05 ,t#s, die Problematik der OLS-Schitzung bei Heteroskedastizitdt

2.4.10)  Varlp, )= Var(u, )=

transparent werden ldsst. Im Falle einer heteroskedastischen Storvariablen u, ist die
Varianz von ﬁz durch (2.4.10) gegeben. Gleichwohl wird im Falle einer OLS-Schét-
zung (2.4.9) zur Bestimmung eines Varianzschitzers fiir ﬁ , herangezogen. Sofern je-
doch Gf # GS2 fur t=s gilt, differieren die in (2.4.9) und (2.4.10) wiedergegebenen

Varianzen voneinander, so dass auf der Basis von (2.4.9) ein verzerrter Varianzschitzer

fiir ﬁz resultiert. Damit ist aber zugleich auch die t-Statistik als PriifgroBe des Signifi-
kanztests fiir p , verzerrt. Die Anwendung des t-Tests in der iiblichen Form vermittelt

daher nicht mehr notwendig zuverldssige Aussagen iiber die Signifikanz einer Einfluss-

grofle.

2.4.2 Tests auf Heteroskedastizitit

2.42.1 Goldfeld-Quandt-Test

Mit dem Goldfeld-Quandt-Test (Goldfeld und Quandt, 1965) stellen wir hier ein eher
traditionelles Verfahren zur Uberpriifung der Nullhypothese homoskedastischer Stor-
terme vor, das sich jedoch in der Praxis grofer Beliebtheit erfreut. Fiir die Storgrofen
gelten die bereits diskutierten Annahmen,
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(24.11)  E(u,)=0, t=1...,n

(24.12)  E(uug)=0, t#s, t=1...,n

d.h., die Storterme haben einen Erwartungswert von 0 und sind nicht miteinander kor-
reliert. Jedoch wird die Hypothese der Varianzhomogenitit in Zweifel gezogen. Beim

Goldfeld-Quandt-Test werden normalverteilte Stérterme unterstellt.

Die Grundidee des Tests besteht darin, dass sich die Varianz der Storterme von den
Regressoren abhéngig entwickelt. Variiert die Storvarianz etwa mit steigenden Werten

der j-ten exogenen Variablen in der Form

O'tz :G-szt,t=l,2,...,n,

dann fungiert die Variable x; als Skalierungsvariable, d.h. es gilt o; = szt‘ Um diese

Hypothese in einen statistischen Test umzusetzen, werden in einem ersten Schritt die
vorliegenden n Beobachtungen derart umgruppiert, dass ihre neue Reihenfolge den auf-
steigenden Werten des j-ten Regressors entspricht. Da die Ordnung der Daten aber nur
zur Bildung zweier Gruppen ,,niedriger und ,,groBBer” Regressorwerte dient, empfiehlt
es sich zur Erhohung der Trennschérfe des Tests, in der Mitte der geordneten Stichprobe
¢ Beobachtungen wegzulassen. Man erhidlt somit zwei Stichproben, die jeweils
(n—c)/2 Beobachtungen umfassen. Der Goldfeld-Quandt-Test iiberpriift nun, ob eine
gruppenweise Heteroskedastizitit vorliegt, d.h. ob sich die Varianzen der Storterme
in den beiden Stichproben, Gf und c%, signifikant voneinander unterscheiden. Im Falle

eines signifikanten Unterschieds wird die Nullhypothese
(24.13) Hpy:0y=05=0
zugunsten der Alternativhypothese

(2414) Hl 101 #0)

verworfen. Innerhalb jeder Stichprobe gilt dabei weiterhin die Annahme der Homoske-
dastizitit, so dass bei einer Ablehnung der Nullhypothese nur auf Heteroskedastizitit
der Storterme zwischen den beiden unterschiedlicher Stichproben geschlossen werden
kann. (012 # G%). Der Ausschluss der mittleren ¢ Beobachtungen soll verhindern, dass
eventuell vorhandene Unterschiede zwischen 012 und G% aufgrund anndhernd iden-

tischer Skalierungsfaktoren o, unentdeckt bleiben.

In jeder der beiden Stichproben wird nun eine Regression
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nach der OLS-Methode durchgefiihrt, wobei der Index i die jeweilige Stichprobe be-
zeichnet. Neben der Ungleichung (n - c)/ 2 >k muss dabei natiirlich auch die Rangbe-

dingung rg(Xi ) =k erfiillt sein. Aus den geschitzten Regressionen lassen sich dann die

OLS-Residuen wie iiblich durch
(24.16) @, =y, -Xp, i=12

berechnen. Fiir den Goldfeld-Quandt-Test ist nun der Wert der Teststatistik
(24.17)  GQ=iyi,/ a4,

zu bestimmen, also der Quotient der Residuenquadratsummen, die sich aus den getrennt
durchgefiihrten OLS-Schitzungen ergeben. Da die Schitzung der Varianz der Storterme
in der i-ten Stichprobe mit

(2.4.18) &7 =4, /[(nc)2-k], i=12
erfolgt, 14sst sich die Teststatistik (2.4.17) alternativ als
(2.4.19) GQ=63/67

schreiben. Aus dieser Formulierung folgt unmittelbar, dass die GroBBe GQ zum Test der
Nullhypothese homoskedastischer Stoérterme eingesetzt werden kann. Da ein Anstieg
der Varianz der Stoérterme mit wachsenden Werten des j-ten Regressors vermutet wird
und die zweite Stichprobe qua Konstruktion die hohen Werte dieses Regressors enthilt,

spezifiziert sich die Alternativhypothese (2.4.14) zu
(2.420) Hpol<o3.

Bei dieser Form der Heteroskedastizitit nimmt die PriifgroBe GQ tendenziell Werte an,
die grofer als eins sind. Wird umgekehrt unterstellt, dass die Varianz der Storterme mit

steigenden Werten des j-ten Regressors sinkt, wird
(2421) Hpol>ol

als Alternativhypothese verwendet. Um auch hier zu gewihrleisten, dass die Priifgrofle
bei Heteroskedastizitit hohe Werte annimmt, ist anstelle von GQ die inverse Teststa-
tistik 1/GQ zu berechnen. In jedem Fall wird jedoch nur getestet, ob Stérterme unter-
schiedlicher Stichproben heteroskedastisch sind.

Die Nullhypothese homoskedastischer Storterme wird abgelehnt, wenn die Prifgrofie
GQ (bzw. 1/GQ) zu grofe Werte annimmt. Um genauer beurteilen zu kdnnen, wann

dabei die Werte der Teststatistik so gravierend sind, dass die Nullhypothese verworfen
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werden muss, ist noch die Verteilung der TestgroBe unter Hy zu spezifizieren. Aus der

Darstellung des multiplen Regressionsmodells ist bekannt, dass die durch die Storterm-
varianz dividierte Quadratsumme der OLS-Residuen,

i'a/o’,
bei normalverteilten Stortermen Xz -verteilt ist mit n—k Freiheitsgraden. Analog sind

hier die Gro3en

a,0,/0 und d,id,/c?

jeweils y? -verteilt mit [(n — ¢)/2] - k Freiheitsgraden. Die Quadratsummen sind dabei
unabhingig voneinander xz -verteilt, weil sie aus zwei getrennt durchgefiihrten Regres-
sionen entstammen. Sofern nun zwei unabhéngig voneinander x2 -verteilte Zufallsvari-

ablen zunichst durch ihre Freiheitsgrade dividiert und dann aufeinander bezogen wer-
den, ist der Quotient F-verteilt mit den Freiheitsgraden der beiden Xz -verteilten
Zufallsvariablen (siehe hierzu Eckey, Kosfeld und Dreger (2002), S. 509ft.). Hier ent-
spricht der Quotient genau der PriifgroBe GQ,

A;ﬁz/cz/[(n—c)/z—k] _ i,
a4, /0’ /[(n-c)/2-k] g,

GQ=

>

die damit F-verteilt mit (n—c)/2—k und (n—c)/2—k Freiheitsgraden ist. Sofern da-
nach der Wert der Goldfeld-Quandt-Statistik den kritischen Wert der F-Verteilung bei
diesen Freiheitsgraden tibersteigt, ist die Nullhypothese mit der gewahlten Irrtumswahr-

scheinlichkeit abzulehnen.

Beispiel 2.4. 1: Bei der Anwendung des Goldfeld-Quandt-Tests auf die Geldnachfra-
gefunktion (2.1.29) setzen wir ¢=2, so dass die beiden mittleren Beobachtungen ausge-
schlossen werden. Aufgrund der hohen Korrelation zwischen der Geldmenge und des
Bruttosozialprodukts (r=0,978 fiir die realen Groflen auf einer logarithmischen Skala)
bietet es sich an, die Beobachtungen unter Verwendung des Regressors Iny, in aufstei-
gender Reihenfolge zu ordnen. Die beiden Stichproben der ,kleineren” und ,,gréBeren*
Werte sind dann wie folgt abgegrenzt:
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1. Stichprobe 2. Stichprobe
Iny, Jahr Iny, Jahr
7,187506 1970 7,458071 1980
7,217517 1971 7,459166 1981
7,260031 1972 7,466456 1983
7,307270 1973 7,496653 1984
7,307806 1974 7,514527 1985
7,295056 1975 7,536044 1986
7,349038 1976 7,550819 1987
7,374253 1977 7,586702 1988
7,408167 1978 7,624033 1989

Die 1. Stichprobe umfasst damit den Zeitraum von 1970 bis 1978; die 2. Stichprobe

enthilt die Beobachtungen der Jahre 1980 und 1981 sowie des Zeitraums von 1983 bis
1989. In den Jahren 1979 und 1982 nimmt der Regressor Iny, die Werte 7,447693 bzw.

7,448042 an, die genau zwischen den beiden Gruppierungen liegen und daher ausge-

schlossen werden.

Eine OLS-Schitzung der Geldnachfragefunktion (2.1.28) mit der 1. Stichprobe ergibt

A

Inm; =-2,501+1,123-Iny, — 0,099 - Inr ,
R7 =0,956, i =0,004482,

wihrend die 2. Stichprobe die Schitzergebnisse

A

Inm; =-8,757+1,949 - Iny; — 0,042 - Inr;,
R3 =0,982, iisii, =0,002203
hervorbringt. Da die Quadratsumme der Residuen in der 1. Stichprobe diejenige der 2.
Stichprobe tibersteigt, wird die Teststatistik des Goldfeld-Quandt-Tests in der Form
1/GQ = iiyiiy /@i, = 0,004482/0,002203 = 2,0345

gebildet. Die F-verteilte PriifgroBe  1/GQ hat im Zdhler und Nenner
(n—c)/2—k =(20-2)/2-3 =6 Freiheitsgrade. Hiermit ergibt sich bei einem Signifi-
kanzniveau von 5 % ein kritischer Wert von Fg.¢.0 95 = 4,28, der den Wert der Priif-
grofe tbersteigt. Auf dem 5%-Signifikanzniveau kann die Nullhypothese der Ho-
moskedastizitit der StorgroBe der Geldnachfragefunktion auf der Basis des Goldfeld-
Quandt-Tests daher nicht abgelehnt werden. .
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Problematisch fiir das Testverfahren erscheint zunichst die Wahl des j-ten Regressors,
nach dessen Werten die Beobachtungen im ersten Schritt geordnet werden. Dieser
Nachteil stellt angesichts der heutigen Verfiigbarkeit 6konometrischer Programmpakete
auf den EDV-Anlagen jedoch keine echte Beschrinkung mehr dar. Sofern in der An-
wendung nicht eindeutig klar ist, welcher der k—1 (echten) Regressoren die Varianz der
Storterme determiniert, kann der Goldfeld-Quandt-Test relativ schnell fiir alternative
Regressoren berechnet werden. Das Testverfahren ist dariiber hinaus auch dann an-
wendbar, wenn der Vektor der Regressionskoeffizienten in den beiden Stichproben

nicht identisch ist, also z.B. Strukturbriiche im Untersuchungszeitraum aufgetreten sind.

Kritisch muss jedoch angemerkt werden, dass der vorgestellte Test extrem konservativ
ist, in vielen Fillen also die Nullhypothese homoskedastischer Stérterme eindeutig be-
vorzugt. Diese Aussage héngt mit den ¢ Beobachtungen zusammen, die in der Mitte der
geordneten Stichprobe weggelassen werden. Genauer werden bei zu kleinen Werten von
¢ die Unterschiede zwischen den Residuenquadratsummen @i, und @,ii, echer gerin-
ger, so dass sich insgesamt kleinere Werte der GQ-Statistik ergeben. Werden dagegen
zu viele Beobachtungen weggelassen, hat man fiir den Test eine kleinere Anzahl von
Freiheitsgraden zur Verfiigung. Da sinkende Freiheitsgrade jedoch mit wachsenden kri-
tischen Werten der F-Verteilung einhergehen, kann auch in diesem Fall die Nullhypo-
these nur schwer verworfen werden. Aus diesem Grund ist der Einsatz alternativer

Testverfahren zur Aufdeckung moglicher Heteroskedastizitét in Erwédgung zu ziehen.

2.4.2.2 Breusch-Pagan-Test

Eine Alternative zum Goldfeld-Quandt-Test bietet der Breusch-Pagan-Test (Breusch
und Pagan, 1980). Er unterstellt, dass sich die Varianzen der Storvariablen u; des mul-

tiplen Regressionsmodells

(2422)  y,=xp+u,

unter der Alternativhypothese H; als Funktion der beobachtbaren Variablen
2y,23,...,2, in der Form

(24.23) o =hlo, +a, -7, +...+0, 7,

oder mit
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und
z, :(z]t =1 z, - zpt)
(2424) o= h(z'ta)
darstellen lassen. Die Funktion h braucht hierbei nicht niher spezifiziert zu werden. Mit

dem Ansatz lassen sich somit verschiedene Fille moglicher Heteroskedastizitét wie z.B.

ctz = exp(zta) oder ctz =z.0

abdecken. Dabei kann die Varianz der Storterme iiber den gesamten Zeitraum variieren.

Gefordert wird allerdings, dass diese Variation vollstindig auf die Variablen

29,23,...,2, zuriickfiithrbar ist.

Fiir p=2 ist die Varianz Gtzder Storvariablen u; allein von einer Variablen z=z, abhin-
gig:
2 _
ot =h(o) +ayz().
Speziell ist die Storvarianz Gtz bei Linearitit in diesem Fall durch
Gtz =0 + OoZy

gegeben. Als z-Variable kommt hierbei eine bestimmte exogene Variable z.B. x; in Be-
tracht, die auch in logarithmischer Form (In x,) oder quadratischer Form (x%) verwen-

det werden kann.

Getestet wird die Nullhypothese Hy der Homoskedastizitit, unter der die Koeffizienten
0),03,...,0p gleich null sein miissen:

(2425) Hoi(‘l,z =0a3 =...:(lp=0.

In diesem Fall gilt ctz =o? fiir alle t=1,2,...,n. Formal ldsst sich der Breusch-Pagan-

Test als Lagrange-Multiplier-Test (LM-Test) betrachten, da das restringierte Regres-
sionsmodell unter der Nullhypothese mit dem unrestringierten Regressionsmodell unter

der Alternativhypothese auf der Basis einer Maximum-Likelihood-Schétzung ver-
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glichen wird.2? Speziell werden den k+p zu schitzenden Parametern in @ und B unter

Hy p-1 Restriktionen auferlegt, die durch (2.4.25) gegeben sind.

Praktisch lédsst sich der Breusch-Pagan-Test wie folgt durchfithren. Das Regressions-
modell (2.4.22) wird zunéchst OLS-geschétzt, woraus die Residuen G,,13,...,0, her-

vorgehen. Unter Verwendung des Maximum-Likelihood-Schitzer (ML Schitzer) der

Storvarianz
n
A2 \ 2
O ML = Z u / n
t=1
werden die GroBen ﬁtz / &2 konstruiert, die die abhingige Variable der Hilfsregression

(2.426) 02/6% =za+v,

bilden, in der v, die StoérgroBe bezeichnet. Nach Durchfithrung der Hilfsregression
(2.4.26) lasst sich die durch die Regression erkldrte Summe der Abweichungsquadrate
der abhingigen Variablen (SSg) als Differenz der gesamten Abweichungsquadratsumme

(SSt) und der Summe der quadrierten Residuen (SSg) bestimmen:
SSE:SSFSSR .

Es lasst sich zeigen, dass die halbe Differenzgrof3e,

1
BPl = ESSE 5

bei einer Normalverteilung der Stérgrée u; unter der Nullhypothese asymptotisch xz -
verteilt ist mit p—1 Freiheitsgraden:
a

2
BP~%p.1-

Die Nullhypothese (2.4.25) der Homoskedastizitdt ist daher auf einem Signifikanz-
niveau o zu verwerfen, wenn die PriifgroBe BP das (1-a)-Quantil einer Xz -Verteilung
mit p—1 Freiheitsgraden iibersteigt. Dieser Fall wird um so eher eintreten, je stirker die
gewihlten z-Variablen geeignet sind, vorhandene Variationen in den quadrierten OLS-

Residuen zu erkliren.

Asymptotisch dquivalent ist der Test unter Verwendung der Priifgrof3e

29 Zum Konstruktionsprinzip des Lagrange-Multiplier-Tests (LM-Test) siche z.B. Darnell (1994),

S. 215¢4f.
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BP, =n-R?,

in der sich das BestimmtheitsmaBl R” aus einer Regression der quadrierten OLS-Resi-
duen 0?2 auf z1,23,...,2, ergibt:
a
2
BP) ~%p-1-
Hierbei ist die Normalverteilungsannahme entbehrlich. Darnell (1994, S. 178) weist
allerdings darauf hin, dass der Test bei endlichen Stichproben die Nullhypothese der
Homoskedastizitit zu oft verwirft. Der Fehler 1. Art ist mithin gréBer als es das vorge-

gebene Signifikanzniveau o indiziert.

Beispiel 2.4. 2:  Alternativ zum Goldfeld-Quandt-Test soll hier die Homoskedastizitét
der Storgrofe mit dem Breusch-Pagan-Test gepriift werden. Hierbei wird unterstellt,
dass die Storvarianz unter der Alternativhypothese der Heteroskedastizitét, Gtz, allein
eine Funktion des (logarithmierten) realen Bruttosozialprodukts In y; ist:

Gtz =h(ag +oy-Iny,) .

Die logarithmierte Form von y ist hier in Ubereinstimmung mit der Geldnachfragefunk-
tion (2.1.29) gewéhlt worden.
Zur Bestimmung des ML-Schétzers éﬁ,IL fiir die Varianz o” der Storvariablen u; des

o6konometrischen Geldnachfragemodells (2.1.29) iibernehmen wir die in Beispiel 2.2.3

ermittelte Residualquadratsumme
D07 =04 =0,014855 ,

mit der sich

OMmL =

2 W 0014855 s
n

ergibt. Hiermit lassen sich die Groflen ﬁf / 6%,& berechnen, die auf In y, regressiert

werden. Aus der OLS-Schitzung

AN
(32/62, )=-13.490+ 1954
(~0,766) (0,823)

lasst sich die Residualquadratsumme

SSr=29,41327
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ermitteln. Mit der Abweichungsquadratsumme der abhidngigen Variablen ﬁ% / 612\,IL von

SSt=30,51990

erhélt man eine durch die Hilfsregression erklarte Summe der Abweichungsquadrate in

Hdohe von
SSE=SST-SS=1,1066 .

Die PrifgroBe BP; des Breusch-Pagan-Tests nimmt mithin den Wert

BP, = %SSE =0,55332

an, der bei einem Signifikanzniveau von 5% mit den (1—o)-Quantil einer xz—Verteilung

mit 1 Freiheitsgrad zu vergleichen ist. Wegen

(BP, =0,553) < (xio,% = 3,84)

kann die Nullhypothese homoskedastischer Storterme der Geldnachfragefunktion nicht

verworfen werden. .

2.4.2.3 White-Test

Ein weiterer Test auf Heteroskedastizitit ist durch das Verfahren von White (1980) ge-
geben, das auf einem Vergleich der geschitzten Varianz-Kovarianzmatrizen des OLS-
Schétzers fiir den Parametervektor  beruht. Dabei wird die Kovarianzmatrix des klassi-
schen Modells, die nur bei homoskedastischen Stoérprozessen konsistent ist, einer Schit-
zung gegeniibergestellt, die sowohl bei hetero- als auch bei homoskedastischen Storter-
men konsistent ist. Der Test wird implementiert, in dem die Residuen des ur-

spriinglichen Modells quadriert und anschliefend gemaf

> k k k
(2427) uy =0g + Zaixit + Y Zaijxitxjt + V¢
i=2 i=2j>i
auf die k-1 urspriinglichen Regressoren, ihre Quadrate und ihre Kreuzprodukte regres-

siert werden. Die Grofe vy ist in der Hilfsregression (2.4.27) die Storvariable. Die Priif-
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grofBe ergibt sich aus dem Produkt aus dem unkorrigierten Bestimmtheitsmal} der Hilfs-
regression und der Anzahl der Beobachtungen:

W=n-R?.

Die Teststatistik ist unter der Nullhypothese homoskedastischer Storterme asymptotisch

y>-verteilt,
a
2
W~xi,

wobei die Zahl der Freiheitsgrade, r, der Anzahl der Regressoren in Gleichung (2.4.27)

ohne Beriicksichtigung der Konstanten entspricht:
r= (k-1)(k+2)/2.

Bei einer groBen Anzahl von Regressoren kann der White-Test unter Vernachldssigung
der quadratischen Terme und Kreuzprodukte durchgefiihrt werden. In diesem Fall be-

sitzt die Priifgrofe k-1 Freiheitsgrade.

Beispiel 2.4. 3: Mit dem White-Test soll {iberpriift werden, ob die Residuen der Geld-
nachfragefunktion (2.1.29) heteroskedastisch sind. Dazu werden die quadrierten Resi-
duen auf urspriinglichen Regressoren, ihre Quadrate und ihre Kreuzprodukte regressiert.

Geschitzt wird also die Hilfsregression
ﬁt2 =0g+0;-Iny;+a,-Inr +a3-(In yt)2 +ay - (In 1rt)2 +os-Iny¢-Intg + vy,

fuir die sich ein Bestimmtheitsmall von 0,442 ergibt. Bei 20 Beobachtungen resultiert ein
Wert der Priifgrofle von 8,84, der unterhalb des kritischen Werts der Chi-Quadrat-Ver-

teilung Xg;o’gs von 11,1 liegt. Bei einem Signifikanzniveau von 5% ergibt sich mithin

keine Evidenz fiir heteroskedastische Storterme. ¢
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2.4.3 Tests auf Autokorrelation

2.4.3.1 Durbin-Watson-Test

Bei Vorliegen einer Autokorrelation sind Storterme unterschiedlicher Beobachtungen
stochastisch abhingig. Der Autokorrelationskoeffizient j-ter Ordnung fiir die unbe-

kannten und homoskedastischen Storterme ist mit

(24.28)  p;=Cov(ug,u; )/Var(ut) =0 /6> , j=12,..

definiert. Er ergibt sich also, indem die Autokovarianz zwischen Stortermen, die im

Beobachtungszeitraum j Perioden voneinander entfernt sind, durch die konstante Stor-
termvarianz dividiert wird. Mit der Annahme E(u,)= 0 fiir t =1,...,n lisst sich p; ein-

facher durch
(2429 p;=Efu,-u)/Elu2) j=12,...
angeben. Sofern die Storterme unkorreliert sind, gilt E(ut -ut_j): 0, so dass man fiir

die Autokorrelationskoeffizienten in diesem Fall

(2430) =0, j=12,...

erhilt. Andernfalls heillen die Storterme autokorreliert.
Da die Storvariable eine nicht beobachtbare Grof3e ist, sind die theoretischen Autokor-
relationskoeffizienten p; allerdings im Allgemeinen unbekannt. Bei einem Test auf Au-

tokorrelation werden in die empirischen Autokorrelationskoeffizienten der OLS-

Residuen

n
2431 pi= 260 / 8, j=12,..,

n

t=j+1 t=1
die sich als Quotient aus der empirischen Autokovarianz und der im Beobachtungszeit-
raum identischen Varianz ergeben, herangezogen. Ein signifikanter Unterschied der f)j
vom Wert 0 ist dann als Indiz fiir autokorrelierte Stérterme zu werten. Auf diesem Prin-

zip basieren die im Folgenden darzustellenden Tests auf Autokorrelation.

Ein moglicher Ansatz zur Modellierung von Autokorrelation ist durch einen so ge-

nannten autoregressiven Prozess erster Ordnung (Markov-Prozess)
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(2432)  u =d-u_ +ve, |9[<1, t=2,..n

gegeben. Da der Storterm u,_; der vergangenen Periode den Storterm u, der gegenwirti-

gen Periode beeinflusst, spricht man hier von einer Autokorrelation erster Ordnung. Die
Bedeutung der Annahme, dass der Parameter ¢ betragsmifig kleiner als 1 ist, wird spé-
ter verstindlicher. Hier sei zundchst nur angemerkt, dass \d)\ <1 eine endliche, konstante
Varianz der u, garantiert.

Die GroBen v, bezeichnen die Storterme in der Beziechung (2.4.32), fiir die die klas-

sischen Annahmen

(2.433)  E(v,)=0 firt=2,...n

2 pe g
(2434)  Elv,.v,)={0v Mrt=s

0 sonst
gelten soll. Die StorgroBen v, haben danach einen Erwartungswert von 0, sind ho-
moskedastisch mit einer Varianz von 0%, und dartiber hinaus nicht miteinander kor-

reliert.

Falls der Parameter ¢ in (2.4.32) positiv ist, genauer zwischen 0 und 1 liegt, besteht eine
positive Autokorrelation erster Ordnung. Storterme aufeinander folgender Beobach-
tungszeitpunkte haben dann tendenziell das gleiche Vorzeichen. Bei —1<¢p<0 spricht
man dagegen von negativer Autokorrelation erster Ordnung, so dass Storterme benach-
barter Perioden wechselnde Vorzeichen aufweisen. Werden nun die nicht beobachtbaren
Storterme in (2.4.32) durch die OLS-Residuen ersetzt, hat man

(2435 G =00 +v,, |§<1

und damit eine Beziehung, aus der der Parameter ¢ geschétzt werden kann. Durch An-
wendung der OLS-Methode ergibt sich fiir ¢ der Schétzer

1 _
S -
(T) n-15
I .2 =2
nojeter T
n—1io
= 1 & = 1 &
mit Ugp=——> 1 und U =—— ) U,
0 t 1 t-1
n-17 n-17
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Wegen
und

n n—1 ) n 5

DI S

t=2 t=1 t=2
erhilt man

n
a,u

(2436) b~ =

was der Definition (2.4.31) des empirischen Autokorrelationskoeffizienten erster Ord-
nung, P, entspricht.
Aquivalent zur Nullhypothese fehlender Autokorrelation erster Ordnung (p;=0) ist da-

her die Formulierung
(2437) Hy:4=0.

Sofern die Nullhypothese zutrifft, folgt aus dem Ansatz (2.4.32), dass u=v; ist, so dass
die Storterme u, die klassischen Eigenschaften im multiplen Regressionsmodell erfiillen.

Fiir den Test auf Autokorrelation erster Ordnung wird hier zunichst der Durbin-
Watson-Test (Durbin und Watson 1950, 1951) vorgestellt, der inzwischen zum Stan-
dardinstrumentarium der Okonometrie gehort. Die als Durbin-Watson-Statistik DW be-
kannte Priifgrofe basiert auf den OLS-Residuen und ist durch

(2.438) DW= zn:(ﬁt—ﬁt_l) 2/ Zn:ﬁ%
t=2 t=1

gegeben. Da im Zahler und Nenner jeweils quadrierte Summanden stehen, ist die Dur-
bin-Watson-Statistik stets nicht negativ (DW>0). Der Zihler in (2.4.38) lésst sich noch
umformen, was sich insbesondere im Hinblick auf die Interpretation der Testgro3e emp-
fiehlt. Durch Auflosen des Binoms erhilt man zunachst

n n

n n n
i -t =Y (62 20,0, +62,)=> a2 + a2, -23 4,4, -
2 t=2 t=2

t= t=2 t=2

Sofern die Anzahl der Beobachtungen n grof3 genug ist, gelten die Approximationen
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und unter Beriicksichtigung von (2.4.36) schlieBlich
(2439) DW=2(1-¢).

Damit ist der Zusammenhang zwischen der Durbin-Watson-Statistik und dem empi-
rischen Autokorrelationskoeffizienten erster Ordnung der Residuen, p;, hergestellt. We-
gen ‘[Sl‘ < 1 nimmt die Durbin-Watson-Statistik stets Werte im Intervall (0, 4) an.

Bei Abwesenheit einer Autokorrelation erster Ordnung (pl = 0)werden der empirische
Autokorrelationskoeffizient p; und mithin der OLS-Schétzer ¢ in der Nihe von 0 lie-
gen, so dass die Durbin-Watson-Statistik in diesem Fall Werte annimmt, die sich nicht
wesentlich vom theoretischen Wert 2 unterscheiden. Im Grenzfall einer perfekt positi-

ven Autokorrelation erster Ordnung (p; =1), wird der berechnete Wert der DW-Sta-

tistik dagegen approximativ gleich 0 sein, wéhrend sich bei perfekt negativer Autokor-
relation erster Ordnung (f)l = —1) wegen (2.4.39) ein Wert von 4 ergibt.

Was im Rahmen des Durbin-Watson-Tests noch zu tun bleibt, ist, die An- und Ablehn-
bereiche fiir die Hypothese H : p; =0 genauer festzulegen, mithin die Verteilung der

PriifgroBe zu spezifizieren. Dazu wird vorausgesetzt, dass die Storvariablen u, unter der

Nullhypothese unabhingige, identisch normalverteilte Zufallsvariablen sind. Die erkld-
renden Variablen sind dagegen feste gegebene Groflen. Die Verteilung der Durbin-Wat-
son-Statistik héngt bei unterstellter Giiltigkeit der Nullhypothese jedoch entscheidend
von der Beobachtungsmatrix der Regressoren X ab. Sie wird nicht nur von der Anzahl
der exogenen Variablen und vom Stichprobenumfang, sondern auch von den realisierten
Variablenwerten beeinflusst, so dass sich fiir jede Anwendung eine andere Verteilung

ergibt. Um dieses Problem zu vermeiden, wird eine unter den angegebenen Vorausset-
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zungen universell einsetzbare Verteilung angegeben. Sie ist jedoch mit dem Nachteil
einer gewissen Unschérfe bei der Tabellierung der kritischen Werte verbunden, da diese
unabhingig von den Variableninhalten festgelegt werden miissen. Daher ergeben sich
Unbestimmtheitsbereiche, die zwischen einem unteren und einem oberen kritischen
Wert (d, und d,) liegen. Die fiir die Testentscheidung relevanten Bereiche der Durbin-

Watson-Statistik lassen sich genauer auf einer Skala anordnen:

pzzltt:)ve Unscharfe- Unscharfe- nigattlve
- . ) bereich uto-
korrelation bereich keine ereie korrelation
Autokorrelation
, » DW
dy d5 4-d, 4-d,
0 2 4

Die Nullhypothese fehlender Autokorrelation erster Ordnung lidsst sich danach nicht
verwerfen, wenn der berechnete Wert der Durbin-Watson-Statistik im Intervall (d,,4-d,)

liegt. Sofern die PriifgréBe Werte im Intervall [0,d,) annimmt, besteht eine positive, bei
Werten im Intervall [4-d,4) eine negative Autokorrelation erster Ordnung. In den Un-
schérfebereichen [d,, d,] und [4-d,, 4-d) l4sst sich dagegen keine Entscheidung treffen.
Die kritischen Werte d, und d, sind in Abhéngigkeit von der Anzahl der Beobachtungen

und der exogenen Variablen sowie von der gewéhlten Irrtumswahrscheinlichkeit o (o
=0,05 oder a=0,01) im Anhang tabelliert.

Beispiel 2.4. 4:  Der Durbin-Watson-Test soll unter Verwendung der Konsumfunktion
(2.1.28) illustriert werden. Damit ldsst sich beurteilen, ob die Annahme einer fehlenden
Autokorrelation der Storvariablen der Konsumfunktion berechtigt ist. Genauer wird die
Storvariable u; mit dem Durbin-Watson-Test auf Autokorrelation erster Ordnung getes-
tet. Als PriifgroBBe dieses Tests wird die Durbin-Watson-Statistik DW unter Verwen-
dung der OLS-Residuen 0, bestimmt. Die hierzu benétigten Abweichungsquadratsum-

men werden in der folgenden Arbeitstabelle berechnet:
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t i, i, 2 (6,—1d,,)°
1 -31,72180 — 1006,272 —
2 28,69755 31,72180 823,5494 9,14607
3 -19,49951 -28,69755 380,2308 84,60397
4 3,82272 ~19,49951 14,6132 245,7618
5 ~10,76985 ~3,82272 115,9897 48,26270
6 ~11,67601 ~10,76985 136,3291 0,82111
7 1130838 _11.67601 127.8795 528.2820
8 22.72315 1130838 5163413 130.2969
9 23,51412 22,72315 552,9139 0,625642
10 30.00490 2351412 9002942 41,13026
11 33.57936 30.00490 1127.573 1277671
12 31.34366 33.57936 9824251 4.99833
13 7.07607 31.34366 50,0708 1476.076
14 _1.48596 7.07607 22081 31.24939
15 -23.56504 ~1.48596 5553112 4874860
16 _13.83269 -23.56504 1913434 94.71860
17 3429186 _13.83269 1175.931 418.5773
18 12.56193 3429186 157.8022 2195278
19 21,40355 12,56193 458,1121 78,17424
D 9275191 5889.265

Die Durbin-Watson-Statistik nimmt somit den Wert

19

~ ~ 2
Uy — U
DWE( i) _ 5889265 _ .
id 9275191
Uy

an. Die kritischen Werte des Durbin-Watson-Testes fiir ein Signifikanzniveau von 5 %
bei einem Stichprobenumfang von n=19 und k=2 Regressoren (einschl. der Schein-
variablen) gehen aus der folgenden Skizze hervor:
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positive B s negative
Auto- Unscharfe- keine ) Unscharfe- Aguto-
) bereich Autokorrelation bereich )
korrelation (Annahmebereich) korrelation
= — - - » DW
dz= d = 4-d = 4-d =
0 1,18 1,40 2,60 2,82 4
DW=0,635

In unserem Beispiel fillt die Durbin-Watson-Statistik DW in den linken Bereich,

DW =0,635 « [0;d, =1,18] ,
was bedeutet, dass aus dem Testergebnis auf eine Autokorrelation der OLS-Residuen
der Keynes’schen Konsumfunktion geschlossen werden kann. Der Durbin-Watson-Test
indizierte, dass der private Konsum trotz des hohen Erkldrungsgehalts nicht allein auf
das verfiigbare Einkommen zuriickzufiihren ist. In den OLS-Residuen bleibt eine sys-

tematische Variation bestehen, die auf zusitzliche dkonomische Einfliisse hinweisen,

die z.B. durch Stimmungsindikatoren erfasst werden konnten. 30 .

2.4.3.2 Breusch-Godfrey-Test und Ljung-Box-Test

Ein Test auf Autokorrelation nicht nur erster, sondern beliebiger Ordnung ist z.B. der
Breusch-Godfrey-Test (Breusch, 1978; Godfrey, 1978). Der Test ist auch bei stochasti-

schen Regressoren einsetzbar. Ausgangspunkt ist das multiple Regressionsmodell
(2.440)  y =x,-B+uy,

das um m verzogerte endogene Variablen y.1, iz, ..., ye.m erweitert werden kann:
(2441)  yo=y (r+x Bty

mity (=g Yeo o Yem)undy =y v2 o vm)-

30 Zur Operationalisierung von Stimmungsindikatoren in Form eines Konsumklimaindex und ihrer

Verwendung in einer makrookonomischen Konsumfunktion sieche Kosfeld (1996).
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Das erweiterte Regressionsmodell (2.4.41) enthélt neben den k nicht-stochastischen
ErklarungsgroBen (einschl. der Scheinvariablen) x;, X,, ..., ..., Xx m stochastische
Regressoren in Form der verzogerten endogenen Variablen. Fiir die Stérvariable u; in

(2.4.40) bzw. (2.4.41) wird ein autoregressiver Prozess p-ter Ordnung zugelassen,

(2442)  ug=oqug g +ogug g+t opU + Ve,

worin v, einem White-Noise-Prozess folgt. Hierdurch kann eine komplexe Autokorrela-
tionsstruktur der StorgréBe eingefangen werden. In der Nullhypothese wird die Ab-
wesenheit von Autokorrelation unterstellt, was die Geltung der Parameterrestriktionen
oy =...=0p =0 impliziert:

Ho: a0 =...=a, =0.

p

Dann gilt u;= v, so dass die Storvariable in (2.4.40) bzw. (2.4.41) die Eigenschaft eines

reinen Zufallsprozesses erfiillt.

Der Breusch-Godfrey-Test auf Autokorrelation basiert auf dem allgemeinen Lagrange-
Multiplier-Prinzip, das nur eine Schitzung des restringierten Modells erforderlich
macht. Dies hat zur Folge, dass sich daraus eine einfache Teststatistik ableiten lasst.
Danach wird im Anschluss an die Schitzung des Modells (2.4.40) bzw. (2.4.41) die

Regression

(24.43) O, =z'd+0,0 , +..+a, 0, +w

mit wy als Storterm durchgefiihrt. Die Residuen @i, werden mithin durch die bis zu ei-

nem Lag p zeitlich verzogerten Residuen und einen Variablenvektor z; erklart. Wahrend
die Vektoren z; und & bei Verwendung des Regressionsmodells (2.4.40) mit den Vekto-
ren x; und P identisch sind, enthalten sie bei einer 6konometrischen Schitzung auf der
Basis des Modells (2.4.41) die nicht-stochastischen und stochastischen Regressoren

bzw. deren Parameter:

z't :(YLt xt) und & :(y' [3').
Die Teststatistik basiert auf dem unkorrigierten Bestimmtheitsmaf3 der Hilfsregression
(2.4.43), das mit der Anzahl der Beobachtungen multipliziert wird. Die Priifgrofe
(24.44) BG=n-R?

ist unter der Nullhypothese fehlender Autokorrelation p-ter Ordnung asymptotisch -

verteilt mit p Freiheitsgraden.



2.4 Heteroskedastizitidt und Autokorrelation 121

Der Breusch-Godfrey-Test ist analog einsetzbar, wenn die Autokorrelationsstruktur
nicht durch einen autoregressiven Prozess p-ter Ordnung, sondern durch einen so ge-
nannten Moving-Average-Prozess der Ordnung q beschreibbar ist. In diesem Fall wird
anstelle von (2.4.42) die Spezifikation

(24.45)  u =V =AMV~ AV~ Ag Vg

unterstellt. Dagegen ist bei Stortermen, die {iber einen autoregressiven Moving-
Average-Prozess der Ordnung p und q korreliert sind,
(24.46)  ug—oqug—OpUE g~ —OpUg = Ve~ AV — AV g~ —AgVig

der Ljung-Box-Test (Ljung und Box, 1978) anwendbar. Beim Test auf Autokorrelation
der Ordnung k = max{ , q} wird die Prifgrofle

k
2447  Qc=n) " 2 r?
R

verwendet, die auf den empirischen Autokorrelationskoeftizienten r; der Residuen des
Modells (2.4.40) bzw. (2.4.41) basiert. Die PriifgroBe ist unter der Nullhypothese feh-
lender Autokorrelation k-ter Ordnung y>-verteilt mit k Freiheitsgraden. Die Q-Statistik
kann analog bei autoregressiven oder Moving-Average-Storprozessen eingesetzt wer-
den. Bei einer Ablehnung der Nullhypothese ist allerdings nicht klar, tiber welche Art

des Prozesses sich die Autokorrelation vollzieht.

Beispiel 2.4. 5:  Die Nullhypothese der Abwesenheit einer Autokorrelation erster Ord-
nung der Storgrofle de Keynes’schen Konsumfunktion (2.1.28) ldsst sich auch mit dem

Breusch-Godfrey-Test untersuchen. Dazu wird die Hilfsregression
L . \Y%
Uy =00 +0)-Ug_1+0y 'Yt

durchgefiihrt, die ein Bestimmtheitsmal3 von 0,390 aufweist. Bei 19 Beobachtungen er-
gibt sich ein Wert der Priifstatistik BG von 7,410, der nicht nur das 95%-Quantil
Xlz;o’gs =3,84, sondern ebenfalls das 99%-Quantil X12;0,99 = 6,63 iiberschreitet. Der

Breusch-Godfrey-Test bestdtigt damit das Ergebnis des Durbin-Watson-Tests einer Au-

tokorrelation erster Ordnung der StérgroBe der Keynes’schen Konsumfunktion. .
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2.4.4 Verallgemeinerte Methode der kleinsten Quadrate
(Generalized Least Squares)

2.4.4.1 GLS-Schétzung bei bekannter Kovarianzmatrix der Storterme
Bei einer Anwendung der verallgemeinerten Methode der kleinsten Quadrate (generali-
zed least squares, GLS) 3! gehen wir von der Form
Cov(u)= c’Q
der Kovarianzmatrix der Storterme aus. Um die Grundstruktur des verallgemeinerten

Kleinst-Quadrate-Schitzers im linearen Regressionsmodell transparenter zu machen,

wird hier zunichst einmal unterstellt, dass die nxn-Matrix € bekannt ist.

Wenn Q symmetrisch und positiv definit ist 32, gilt dies ebenfalls fiir ihre Inverse Q™

die sich dann wie folgt faktorisieren lésst:

(2443) Q'=1T

T ist darin eine reguldre Matrix der Ordnung n. Wird nun das 6konometrische Modell
y=Xp+u

von links mit der Matrix T, die zunichst als bekannt unterstellt wird, multipliziert, folgt

(2444) Ty=TXp+Tu,

woraus man mit den Definitionen

(2.445) Ty=y, TX=X und Tu=u"

das transformierte Regressionsmodell

(2.446) y =X'B+u’

erhilt. In dem Modell (2.4.46) erfiillen die Storvariablen erneut die klassischen Eigen-

schaften
2447)  Elu*)=0

2448) El'u")=c,

31 Die verallgemeinerte Methode der kleinsten Quadrate geht auf Aitken (1935) zuriick.
32 Eine nxn-Matrix A ist positiv definit, wenn ihre quadratische Form positiv ist, d.h., wenn fiir alle
nx1-Vektoren x#0 ist, muss x'Ax>0 gelten.
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was leicht gezeigt werden kann. Dass der Erwartungswert der transformierten Storgrofie

u* in jeder Beobachtungsperiode gleich Null ist, ergibt sich aus
Elu”)= B(Tu)=TEw) =0 .
Die Linearitit des Erwartungsoperators kann hier ausgenutzt werden, weil die Matrix T

als bekannt vorausgesetzt wird, also keine stochastischen Grofen enthélt. Die Ko-

varianzmatrix, die unter Berlicksichtigung von (2.4.47) durch
Cov(u*)= E(u*u*')

gegeben ist, hat wegen u*=Tu die Form
Covlu*)=E(Tu(Tu)")= E(Tuu'T) = TE(uu)T .

Da die Varianz-Kovarianz-Matrix der originiren StorgroBe u durch ¢2Q gegeben ist,
folgt

Cov(u*)=To?QT'= 6> TQLQ'.
Wegen (2.4.43) gilt nun 33

o=(TT1)' =T}T)"
womit man

Cov(u*) =TT (T)'T'
erhilt. Wegen

TT'=1 und (T')'T'=1
ergibt sich schlieBlich

Cov(u*)= oI .

Wie man sieht, wird die Matrix T so festgelegt, dass TQT'=1 gilt. Damit ist gezeigt,

dass die transformierte Storgrofle u* die klassischen Eigenschaften besitzt.

Folglich ldsst sich der Parametervektor f im transformierten Modell (2.4.46) durch die

OLS-Methode schitzen. Es handelt sich dabei dann jedoch um einen verallgemeinerten

Kleinst-Quadrate-Schétzer (generalized least squares=GLS), der von der Form

2.449)  Pos=X'X) X"y

33 Die Berechnung der Inversen erfolgt nach der Regel (AB)-1=B-1A-1,
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ist. Da die X*-Matrix nur feste Grofen enthilt, ist er linear in den transformierten Wer-

ten der endogenen Variablen.
Bei der Bestimmung des GLS-Schitzers ﬁGLS braucht jedoch keinesfalls auf die Trans-
formationsmatrix T zuriickgegriffen werden. Vielmehr ldsst er sich unmittelbar aus
~ dollo
(2.4.50)  PgLs = (X'Q X) XQy

bestimmen, worin allein die Inverse der bis auf den Skalar 2 gegebenen Kovarianz-
matrix Q eingeht. Die Gestalt des GLS-Schitzers (2.4.50) erhdlt man durch Anwen-
dung elementarer Matrizenoperationen aus der Schétzfunktion (2.4.49):

Bors = (X*X*) X’ y* =[rx) (1)) '(TX) 'Y
~(XTTX) 'XTTy = (Xx'Q'X) 'x0 ly.

Fiir inferenzstatistische Auswertungen benétigt man noch die Kovarianzmatrix von
BgLs- Ausgangspunkt ist dabei die analog zum klassischen multiplen Regressions-

modell geltende Beziehung,
COV(ﬁGLS): GZ(X* 'X*) 1 >

fiir die transformierten Modellvariablen. Setzt man hierin TX fiir X* ein, so erhilt man
COV(ﬁGLS ) =’ (X'Q_IX)_1 ,

worin der Parameter o2 allerdings unbekannt ist. Er kann jedoch im verallgemeinerten

Regressionsmodell analog wie beim klassischen Regressionsmodell durch

s @i *
GLS =
n-k

erwartungstreu geschitzt werden. Die GréBen a *, die durch
A * A
w*=y*-X Bgrs

gegeben sind, heiBen GLS-Residuen. Der GLS-Schitzer fiir 62 ergibt sich mithin aus
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2 (y * 'X*ﬁGLS)'(y * 'X*ﬁGLS)

OGLs = n-k
_ (ry-TXBoys) (Ty-TXBgrs)
n-k
_ (Y-XﬁGLs)' TTly 'XﬁGLS)
n-k ’

woraus sich wegen T'T = Q!

625 = (y - XﬁGLS)‘Qil(y - XﬁGLS)
n-k

folgt. Damit wird klar, dass die Transformationsmatrix T bei der GLS-Schitzung selbst
nicht bestimmt zu werden braucht. Vielmehr hat sie die Funktion einer Hilfsgrofe. Die
GLS-Schitzung kann daher unter Verwendung der origindren Beobachtungswerte
durchgefiihrt werden, die hierzu nicht transformiert zu werden brauchen. In der dkono-
metrischen Praxis ist jedoch zusitzlich die Kovarianzmatrix Q zu schitzen, womit wir

uns nun beschiftigen wollen.

2.4.4.2 GLS-Schétzung bei unbekannter Kovarianzmatrix der Stoérterme

Bei empirischen Anwendungen ist die € -Matrix im Allgemeinen unbekannt. Damit ist
vor der GLS-Schitzung des Modells ein konsistenter Schitzer Q zu entwickeln. Hat

man Q gefunden, sind alle interessierenden GréBen durch
A A —1 A1
24.51)  Bgis= (X'Q X) X'Qy,
o A -1
2452)  Covlpers)=o2is(x@X]" und

(24.53)  ogg= lv - XBers )nﬂ_li(y ~Xos)

berechenbar. Er ist mit den Gleichungen (2.4.51), (2.4.52) und (2.4.53) ist die GLS-
Schitzung durchfiihrbar (flexible GLS estimators). Als Konsequenz einer unbekannten
Matrix Q ergibt sich zunichst, dass ﬁGLS kein linearer Schitzer mehr ist. Da Q im
Allgemeinen eine ZufallsgroBe ist, sind auch die Gewichte der Linearkombination Zu-

A

fallsvariablen. Aus dem gleichen Grund existiert nun ein Erwartungswert von Q, so
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dass ﬁGLS auch die Eigenschaft der Unverzerrtheit verliert. Allgemein bleibt so ledig-

lich die Giiteeigenschaft der Konsistenz erhalten.

Die Q-Matrix enthilt bei Heteroskedastizitit und Autokorrelation bis zu n(n—1)/2

verschiedene Parameter, was bereits oben angedeutet wurde. Bei nur n Beobachtungen
lasst sich Q aufgrund der fehlenden Freiheitsgrade nicht schétzen. Daher ist hier zu
versuchen, durch die Anwendung von Autokorrelations- und Heteroskedastizitétstests
die Struktur der Kovarianzmatrix der Storterme aufzudecken, um so die Anzahl der zu
schitzenden Parameter zu reduzieren. Das bedeutet auf der anderen Seite, dass kein all-
gemeines Verfahren zur Schitzung der Q-Matrix angegeben werden kann. Vielmehr
wird man sich von der konkreten Form des Modelldefektes leiten lassen, um so einen
Schitzer fiir Q zu erhalten. Die anzuwendende Vorgehensweise wird daher im Folgen-

den separat fiir Autokorrelation und Heteroskedastizitét diskutiert.

2.4.4.2.1 Kovarianzmatrix bei Heteroskedastizitit

Bei Heteroskedastizitit, aber fehlender Autokorrelation ist Cov(u) allgemein durch

612 0 - 0
2
Covm=| 0 %2 0
2
0 0 - o2

gegeben. Es handelt sich um eine Diagonalmatrix, deren Diagonalelemente sich allge-
mein voneinander unterscheiden.
Ansatz 1: Gruppenweise Heteroskedastizitit

Das Modell wird nun unter Umstinden schétzbar, wenn einige der Varianzen

G%, t =1,...,n, identisch sind. Sofern nur m Varianzen verschieden sind, m<n, hat man

G2 0 o e 0
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wobei fiir m=2 der Goldfeld-Quandt-Test Hinweise auf eine derartige Spezifikation lie-
fern kann. Dieser Ansatz zur Parameterreduktion ldsst sich z.B. bei Zeitreihendaten be-
griinden, wenn die Varianz der Storterme etwa bei wachsenden Werten der erkldrenden
Variablen steigt, in bestimmten Teilintervallen des Beobachtungszeitraums jedoch ni-
herungsweise konstant ist. Die m verschiedenen Varianzen sind unter der vorgeschla-
genen Strategie aus den Residuenquadratsummen von m separat durchgefiihrten Re-
gressionen zu ermitteln, wodurch sich ein Schétzer fiir die unbekannte Q -Matrix ergibt.
Ein klarer Nachteil dieses Verfahrens besteht allerdings darin, dass relativ groe Beo-
bachtungsumfinge benétigt werden. So muss in jeder der m Regressionen die Anzahl
der Beobachtungen den Wert k+1 {ibersteigen, damit die Durchfithrung der Schitzung
gewihrleistet ist. Dieser Einwand macht die Strategie nur fiir relativ kleine Werte von

m, etwa m=2, praktikabel.

Ansatz 2: Heteroskedastizitit durch exogene Variable

Alternativ ldsst sich z.B. ein Modell zur Bestimmung der n Varianzen Gf formulieren.
Ein derartiger Ansatz ist in

(24.54) o2=0’2, t=1,...n

gegeben. Die z; sind darin die n Beobachtungen eines Regressors oder alternativ eine

Linearkombination der Werte mehrerer Variablen, in jedem Fall aber exogen gegeben.

Damit sind nur noch die Parameter 62 und & unbekannt. Da die Stortermvarianzen je-

doch nicht-negativ sein miissen und z, fO ist, wird hier 8=2 gesetzt. Dann ist in der
Spezifikation
(24.55) ol=c’Z2, t=1,.n

nur noch o2 zu bestimmen. Die Validitdt dieses Ansatzes kann empirisch etwa mit dem
Breusch-Pagan-Test auf Heteroskedastizitit tberpriift werden. Unter der Annahme

(2.4.55) ist die Kovarianzmatrix der Storvariablen Cov(u) durch

o’zt 0 - 0 z2 0 - 0

2_2 2
Covw=cl=| © o7 = 0 _2]0 2 0
0 o272 0 0 z2

gegeben. Aus
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z 0 0

0 23 0
Q= 2

0 0 z2

kann auf einfache Art und Weise die Transformationsmatrix T bestimmt werden. Da die

Inverse von Q,

/22 0 0
ol_| 0 1z o0
0 0 . 1/72

aufgrund von (2.4.43)durch die Produktmatrix T°T gegeben ist, folgt unmittelbar

zy 0 - 0
0 1z - 0
0 0 - lz,

Sofern die z-Werte durch die Beobachtungen einer einzigen exogenen Variablen z.B. x,

gegeben sind, spezifiziert sich die Transformationsmatrix T zu

T= . /X:22 - :
0 0 - xyy

Man erhédlt dann einen GLS-Schitzer fiir f, indem man die Variablen der Modell-
gleichung

Vi =PB1+BoxXo +P3X5 +. +Prxy +uy
mit den inversen Beobachtungswerten 1/x,, multipliziert und das transformierte Mo-

dell
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y 1 X X X
=L =B, — + B, + B 2+ .+ B
Xy Xt Xt Xt Xt
(2.4.56) T 0 0 0 0 0
Y X x5 =1 X5, Xy oo

mit der OLS-Methode schitzt. Dass die transformierte Storvariable u: tatséchlich ho-

moskedastisch ist, ldsst sich nun leicht zeigen. Aufgrund von (2.4.56) ist die Varianz

*
von u, durch

Var(u}k): Var[utJ = L2Var(ut )= %Gzz%
X2t X2t X2t

gegeben, so dass man mit z, =X,
Var(uf ) =’
erhilt.

Die Heteroskedastizitdt wird nach dieser Verfahrensweise mithin durch eine Gewich-
tung der Modellvariablen beseitigt. Die Gewichte sind hierbei allgemein durch den Fak-
tor 1/z, gegeben. Eine Schitzung des Parametervektors B unter Verwendung der trans-

formierten Modellvariablen

* y * X4 * X9 # Xk * u
V=0 X = —o, Xy =ooh, o, X =, Uy =—t
Zy Zy Zy Zy Zy
mit der OLS-Methode wird aus diesem Grund auch als gewichtete Kleinst-Quadrate-
Schitzung (weighted least-squares (WLS)) bezeichnet, die eine spezielle Variante der

GLS-Schitzung darstellt.

Beispiel 2.4. 5: Obwohl die Nullhypothese homoskedastischer Storterme der Geld-
nachfragefunktion (2.1.29) im Beobachtungszeitraum 1970-1989 nicht verworfen wer-
den konnte, soll GLS-Schitzung fiir den Fall der Heteroskedastizitét hieran beispielhaft
aufgezeigt werden. Ausgangspunkt ist hierbei die OLS-Schitzung der Geldnachfrage-
funktion:

A

Inm, =—4,741+1,424-In y, —0,077-Inr,, R*> =0,978 .

(-10,900)  (24,903) (~4,076)



130 2. Okonometrische Eingleichungsmodelle

Zur Modellierung der Heteroskedastizitit verwenden wir den Ansatz 2, nach dem die
Heteroskedastizitdt auf eine exogene Variable zuriickzufiithren ist. W&hlt man hierzu

den Regressors Iny,, dann ldsst sich die Stérvarianz otz in der Form
2 _ 2 2
of =o”(Iny,)

spezifizieren. Das Regressionsmodell der gewichteten Methode der kleinsten Quadrate
(WLS-Methode) als Spezialfall der GLS-Methode lautet hier

A
Inm;

(2.4.57) =Py -
Iny, Iny,

Inr, *
+B2 +B3 T Sty

Yt

mit uf =u,/Iny, . OLS-Schitzung des dkonometrischen Modells (2.4.57) erbringt die
GLS-Schitzer
BI,GLS = —4,071 (t = —10,882)
Bz,GLs = 1,418 (t = 24,974)
und

= —0,077 (t=-4,106),

BS,GLS

deren Inferenzstatistik valide ist. In unserer speziellen Anwendung weichen die GLS-
Schétzer allerdings nur geringfiigig von den origindren OLS-Schétzern ab, so dass sich
hier im Hinblick auf die Interpretation der 6konometrischen Schétzergebnisse im Kern

keine Unterschiede ergeben.

Zu beachten ist allerdings, dass der Determinationskoeffizient der OLS-Schétzung von
R(Z)LS =0,978 nicht unmittelbar mit dem Bestimmtheitsma3 der WLS-Schitzung

(2.4.57) von RéLs* = 0,918 34 vergleichbar ist, da sich letzteres auf die transformierten
Variablen bezieht. Man erhélt ein vergleichbares BestimmtheitsmaBl der Inm, g -
Schitzung, indem man GLS-Regressionswerte unter Verwendung der GLS-Schétzer fur
die Regressionskoeffizienten ermittelt und die sich daraus ergebende Varianz der Reg-
ressionswerte auf die Gesamtvarianz der abhéngigen Variablen bezieht.

So ergibt sich z.B. der GLS-Regressionswert Inm_ ¢ unter Verwendung der auf sechs

Dezimalstellen exakten GLS-Koeffizientenschitzer

34 Der Stern (*) soll darauf hinweisen, dass das BestimmtheitsmaB aus den transformierten Beobach-

tungswerten resultiert.
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Inm, o, =—4,700680+1,418280-Iny, —0,077200- Inr,
=5,320150.

Fiihrt man die entsprechenden Berechnungen fiir den Stiitzzeitraum der Regression

durch, dann erhélt man die Zeitreihe der Regressionswerte Inm, ¢ :

‘ 1 2 3 4 5 6

Inm . | 5320150 5383918 5462040 5470343 5486850 5.522122
t 7 8 9 10 11 12

Inm, . | 5610610 5644223 5705171 5715505 5702828 5685965
t 13 14 15 16 17 18

Inm, . | 5694138 5753404 5793477 5826263 5869060 5900896
t 19 20

Inm, g | 5946245 5960796

Waihrend die Varianz slzn m der logarithmierten Geldmenge 0,033568 betrigt, nimmt die

Varianz s> N den Wert 0,032604 an. Mithin lautet das Bestimmtheitsmal3 der
In m,GLS

GLS-Schitzung fiir die Variablen auf origindrem Messniveau

2
S A
R2,q = lnmGLS _ 0.032604 _ )
s2 0,033568
Inm

so dass die Giite der Anpassung der GLS-geschitzten Geldnachfragefunktion hier ge-
2
geniiber RoLs nicht merklich reduziert wird.

2.4.4.2.2 Kovarianzmatrix bei Autokorrelation

Wenn nicht alle relevanten Einflussgrofien in einem 6konometrischen Eingleichungs-
modells einbezogen worden sind, folgt die Storgrofe keinem White-Noise-Prozess, da
sie die unerkldrten systematischen Variationen ,,auffingt*. Man spricht dann von einer
autokorrelierten StorgroBe, die bei einer Nichtberiicksichtigung zum Fall der Hete-
roskedastizitét vergleichbare inferenzstatistische Konsequenzen hat. Autokorrelation der

StorgroBe deutet auf eine Fehlspezifikation des 6konometrischen Modells hin, die sich
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durch eine Einbeziehung geeigneter Einflussgroen beheben liee, was wo immer mog-
lich unter wirtschaftstheoretischen Aspekten anzustreben sein sollte. Hier wird als Al-
ternative eine Beseitigung der Autokorrelation unter Verwendung schitztechnischer
Modifikationen aufgezeigt. Dabei konzentrieren wir uns auf eine Untersuchung der Au-

tokorrelation erster Ordnung, die sich speziell durch den autoregressiven (AR)-Prozess

(2.4.58) u, =6u,_, +v,o

ergibt (Markov-Prozess). Die Storterme der Beziehung sind die v,, fiir die die klas-

<1

sischen Annahmen (2.1.6) und (2.1.7) gelten. Im Spezialfall =0 folgt u=v, und somit
die Abwesenheit der hypothetischen Autokorrelationsstruktur.
Fiir die Berechnung der Momente des Prozesses u; empfiehlt sich bei ¢=0 von einer zu

(2.4.58) &dquivalenten Darstellung auszugehen, die im Folgenden zunichst abgeleitet

wird. Wird (2.4.58) um eine Periode in die Vergangenheit verschoben, ergibt sich

U, = ¢ut—2 TV

so dass nach Einsetzen

2
u, =¢ u., +¢Vt—1 +Vv,

folgt. Es gilt nun analog

Ui, = ¢ut—3 tVias

so dass man nach erneuter Substitution

3 2
U =0u ;+¢7V, oV, +V,

erhilt. Allgemein folgt damit nach i Ersetzungen

(2459  u =0"u  H OV etV Y,

Da annahmegemaB | ¢ | <1 ist, geht bei i—o0 der Ausdruck ¢™u,_., gegen 0, so dass u,
allein als Funktion von v, und unendlicher Verzégerungen dieses Prozesses darstellbar
ist:
2
u, =v,+¢v,, +¢°v,_, +...
oder

(24.60)  u, =Y o'v,, .
i=0
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Somit sind die autokorrelierten Gréfen u, wegen |¢ | <1 auf zwei dquivalente Weisen
darstellbar: zum einen iiber (2.4.58) als autoregressiver Prozess erster Ordnung, d.h.
durch ein AR(1)-Modell. Zweitens nach (2.4.60) durch einen Moving-Average-Prozess
unendlicher Ordnung, MA(«)-Modell, der allgemein als Linearkombination von White-
Noise-GroBen 35 definiert ist. Die Gewichte der Linearkombination werden hier durch
die unbekannten Parameter ¢! angegeben. Man spricht in diesem Zusammenhang auch
von der Invertierbarkeit des AR-Prozesses: mit |<|) | <1 lasst sich der AR(1)-Prozess
(2.4.58) als MA(x)-Prozess schreiben und ist daher invertierbar.

Die Momente der u; werden nun aus der Darstellung (2.4.60) abgeleitet. Fiir den Erwar-

tungswert erhilt man
Bla) =5 0., | =SB
i=0 i=0

Der Erwartungswert der v, ist jedoch wegen (2.1.6) gleich 0, so dass
(2.461)  E(u,)=0, t=1..,n

folgt. Damit ist die Varianz der u, gleich E(ut2 ) Aufgrund von (2.4.60) erhélt man

2
o . L ERY) y & .
Var(ut): E (Z‘blvtij = E[Z(d)l) (Vt—i) + sz)lq)]vt—ivt—j
i=0 i=0 i=0i%]
wobei im zweiten Ausdruck die Produkte der v, mit ungleichem Index stehen. Wegen
der Linearitdt des Erwartungsoperators folgt nun
Varlu )= S BNV Jr X0 BN v)
i=0 i=0i%]
Da die v, die klassischen Eigenschaften erfiillen, also insbesondere aufgrund von
(2.4.30) homoskedastisch mit der Varianz G%, und unkorreliert sind, hat man

Var(u, )= id)ﬁc‘z, zciid)ﬁ = 63(14-(1)2 +¢* +) .

i=0

In der Klammer steht nun eine unendliche geometrische Reihe mit dem Quotienten ¢2.

Da |¢|<1 ist, ist $2<1, so dass der Grenzwert dieser Reihe existiert und gleich
1/ (1 - (1)2) ist. Damit ergibt sich

35 Eine Zufallsvariable folgt einem White-Noise-Prozess (reiner Zufallsprozess), wenn sie bei konstan-
tem Erwartungswert und konstanter Varianz frei von Autokorrelation ist.
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2
(24.62)  Var(u,)= lcﬁ;t =l..n,
so dass die u; homoskedastisch sind. Man sieht, dass die Annahme ’ ¢ ’ <1 hier eine end-

liche Varianz impliziert. Ohne diese Annahme wire die Varianz unendlich, wiirde also

nicht existieren.

Die  Autokovarianzen der u, berechnen sich wegen (2.4.61) durch
Cov(ut,ut,j ): E(ut . ut,j) . Damit erhilt man z.B. fiir die Autokovarianz zwischen den
Stortermen im verallgemeinerten Modell, die im Beobachtungszeitraum unmittelbar

aufeinander folgen,

Cov(ug,ugy)=E(uu).
Durch Einsetzen von (2.4.60) ergibt sich daraus

Cov(ut,uH ) =E (i ¢in—i )(i ¢in—1—i J:I
i=0 i=0

=Ey|v, +¢'(Vt_1 +d-v, , +...)](Vt_1 +o-v, +)i
=E Vt(VFl +o-vi, +...)+¢~(V gtdevi, +...)2
= E[Vt(vt_1 +¢-v +...)]+¢~E[(Vt_1 +¢-v, +...)2]

Offensichtlich ist E[V[(VFI +v,, +...)]: 0, was nach Ausmultiplizieren und der Be-

rechnung des Erwartungswerts fiir die Terme v,v,, s#t, unmittelbar aus (2.4.30) folgt.

Damit erhilt man
o 2
Cov(uI U, ) = (1)E[(VH +ov, ., + )2 ]: (I)E(Z ¢1V111J .
i=0

Wird die Quadrierung durchgefiihrt und der Erwartungsoperator angewendet, sind alle
E(v;v,) mit t#s gleich 0, da die v wegen (2.4.30) unkorreliert sind. Damit ergibt sich

COV(ut sUiy ) = ¢z (I)ziE(Vtz—i—l ) .
i=0
Wegen (2.1.7) ist nun E(Vtz)= 6\2, fiir alle t, so dass
Covlu, u,,) b3 §"0 = 4oy 0"
i=0 i=0

folgt. Analog zur Herleitung von (2.4.62) erhilt man daraus
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2

LZ = (I)Var(ut) .

(2.4.63)  Cov(u,u,,)=0¢- -

In (2.4.63) ist die Autokovarianz zwischen Stortermen unmittelbar benachbarter Beo-
bachtungen im verallgemeinerten Modell gegeben. Wird dagegen die Autokovarianz
zwischen den Storvariablen berechnet, die im Beobachtungszeitraum genau j Perioden

voneinander entfernt sind, ergibt sich analog
o2 .
. 1_\('1)2 = (I)JVar(ut) :

Da | [0} | <1 ist, nimmt somit die Kovarianz und daher auch die Korrelation zwischen den

464  Covuuu,j)=9i

Storvariablen mit wachsender Laglidnge j ab. Der betragsmiBig grofite Autokorrela-

tionskoeffizient

Cov(ut,ut_j): Ott-j :¢j. j=12

(2465 p;= Varla ) =

ergibt sich also fiir die Storterme, die unmittelbar aufeinander folgen. Je groBer der Pa-
rameter ¢ ist, d.h. je ndher er betragsméfBig an 1 liegt, desto schwicher ist wegen
(2.4.65) die Abnahme der Autokorrelationskoeffizienten, wenn die Lénge des Lags j er-
hoht wird.

Fiir die im Folgenden zu diskutierenden Schétzstrategie im verallgemeinerten Modell
bei Autokorrelation erster Ordnung wird nun Var(u,)=o?/ (1 —-¢° ): o’ gesetzt. Dann
folgt fiir die Varianz-Kovarianz-Matrix der Storterme unter Beachtung von Gleichung
(2.4.64)

62 (I)Gz . d)nflGZ 1 (I) q)nfl
COV(H)ZGZQ: ¢62 02 .. ¢n7262 :GZ d) 1 ¢n72
¢n—102 ¢n—262 02 (I)n—l ¢n—2 1

so dass zur Bestimmung der € -Matrix lediglich der unbekannte Parameter ¢ zu berech-

nen ist. Damit ldsst sich nun ein Algorithmus angeben, der unmittelbar zu dem GLS-
Schétzer Bg; g fithrt.

Im ersten Schritt ist § im Modell

(24.66) y, =xB+u,
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mit
(24.67) u,=¢-u_ +v,,

in dem x't als Zeilenvektor die t-te Beobachtung der k exogenen Variablen enthilt, nach
OLS zu schitzen. Aus y, — xtﬁ =1, lassen sich die Residuen berechnen, die im zwei-

ten Schritt in (2.4.67) fiir die unbekannten Storterme einzusetzen sind. Durch erneute
Anwendung der OLS-Methode lésst sich so ein Schétzer (T) ableiten.

Alternativ kann auf dieser zweiten Stufe natiirlich auch die Durbin-Watson-Statistik der
Regression (2.4.66) berechnet werden. Aus dem ermittelten Wert DW dieser Grof3e er-
gibt sich sofort ein Schitzer fiir ¢, da bekanntlich DW ~2(1-¢) und daher

A

¢ =1-DW/2 gelten muss.

Im dritten Schritt ist mit J) die Q -Matrix abzuleiten, die aufgrund der bisherigen Uber-

legungen hier als

R
a- b T
d\)n—l d\)n—Z 1

gegeben ist. Durch Invertierung ergibt sich daraus Q'. Viertens berechnet sich der
GLS-Schitzer ﬁGLS dann aus der Beziehung (2.4.51)

Bars = (x'ﬁflx)flx'frly ,

in der nun alle Groflen gegeben sind. Analog erhdlt man mit (2.4.51)

A

Cov(ﬁGLS )=o? (X'Q‘lx)f1

die Varianz-Kovarianz-Matrix des GLS-Schitzers, in der noch der Parameter
o? = Var(u, )= 63/(1_432)

unbekannt ist. Man erhélt einen Schétzer fiir 62 aus der Beziehung (2.4.52)
GéLs =0 Q7 i/(n k)

oder alternativ durch

2468) &4, =5"/(1-9’)
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wobei ‘1> der OLS-Schitzer fiir ¢ und 63, die geschitzte Varianz der Storgrofen v, in
der Beziehung (2.4.60) ist, die sich analog zu (2.2.10) ergibt. Damit ldsst sich die Ko-
varianzmatrix der GLS-Schitzer berechnen, auf deren Grundlage die tiblichen Para-

metertests wieder durchfiihrbar sind.

2.4.4.2.3 Alternative Strategien bei autokorrelierten Stértermen

Im Folgenden werden hier einige Strategien angegeben, die eine Schéitzung der € -Mat-
rix nicht benotigen und daher einfacher handhabbar sind. Ausgangspunkt ist jeweils das
Modell

Yi =X B +uy

u, :d)ul—l TV,

in dem x't als (1xk)-Vektor die t-te Beobachtung der k exogenen GroBen enthélt. Wird
die Bezichung fiir y, um eine Periode verzogert und mit ¢=0 multipliziert, hat man

oy, = 0lx.B)+ du,., -

Durch Subtraktion vom Ausgangsmodell ergibt sich
Yo =0y, =XB-0x,_ B+u, —du,

oder

2469 vy, —dy,, =(x —¢x,,)p+v,

und damit ein Regressionsansatz, in dem die StorgroBen die klassischen Eigenschaften
erfiillen. Gleichung (2.4.69) kann daher durch Anwendung der OLS-Methode geschitzt

werden, wenn der Parameter ¢ bekannt ist.

Da ¢ unbekannt ist, muss vorab ein Schitzer ¢ entwickelt werden, der dann in (2.4.69)
einzusetzen ist. Hierfiir existieren nun verschiedene Alternativen. Nach der Methode
von Cochran und Orcutt (1949) ist im ersten Schritt das Modell

Yi =XB+uy
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durch OLS zu schitzen, woraus man die Residuen 4, erhilt. Mit diesen kann dann aus
der Regression

u, =00, , +v,
ein Schitzer fiir ¢ entwickelt werden, der dann in (2.4.69) zu verwenden ist, so dass ab-
schlieBend

24.70) v, by, =(x —éx. )B+v,

nur noch nach OLS zu schétzen ist. Man sieht, dass das Cochran-Orcutt-Verfahren mit
den im letzten Abschnitt diskutierten ersten beiden Stufen im GLS-Algorithmus iden-

tisch ist.

Alternativ ist der Ansatz von Hildreth und Lu (1960). Wie bei der Cochran-Orcutt-
Methode ist hier im ersten Schritt das Modell y, = x't[S +u, nach OLS zu schitzen. Mit

der Durbin-Watson-Statistik erhdlt man dann Riickschlisse auf die Art der moglichen
Autokorrelation erster Ordnung.

Bei positiver Autokorrelation ist 0<¢<1. Fiir jeden ¢p-Wert, z.B. ¢=0,1, $=0,2, ..., $=0,9,
¢=1,0 wird nun B im Modell (2.4.69) nach OLS geschitzt und der Wert fiir ¢ angenom-
men, bei dem die Residuenquadratsumme Y97 minimal wird. Daraus ergeben sich die

mit dieser Methode gefundenen Regressionsparameter.

Als weitere mogliche Alternative lisst sich der Storprozess auch direkt in den Regres-

sionsansatz einsetzen. Dann folgt mit
(2471)  y, =xB+di_, +v,

ein Modell, in dem G;_; als erklirende Variable behandelt wird 3¢. Da fiir die v, die klas-
sischen Eigenschaften gelten, ist die OLS-Methode auch hier anwendbar. Zu beachten
ist jedoch, dass stets eine Schitzung des Modells y, = x'tB +u, erforderlich ist, da sich
nur auf diese Weise die Residuen {i; und somit die Werte des Regressors U;_; erhalten

lassen.

Beispiel 2.4. 6: Die Autokorrelation der Storterme der Keynes’schen Konsumfunktion

weist auf systematische Fluktuationen des privaten Verbrauchs hin, die nicht durch die

36 Der Regressor uj_; ist mit dem Stérprozess unkorreliert, E(u;_j-v)=0, weil die StorgroBe v; erst in

Periode t auftreten kann. Einen formalen Beweis kann man ableiten, indem die Korrelation berech-
net wird, wobei u;_| zundchst in die MA(c0)-Darstellung zu transformieren ist.
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absolute Einkommenshypothese erkldrt werden kénnen. Zusitzliche erkldrende Variab-
len und/oder alternative Einkommenskonzepte konnten hier gegebenenfalls Verbesse-
rungen nach sich ziehen. Sofern die Keynes’sche Konsumfunktion Gegenstand der 6ko-
nomischen Analyse bleiben soll, kann alternativ mittels 6konometrischer Verfahren
versucht werden, die Autokorrelation der StorgroBe zu bereinigen. Hier wird die Berei-

nigung der Autokorrelation mittels der Cochran-Orcutt-Methode vorgestellt.

Hierzu werden die Residuen 1, der OLS-geschitzten Konsumfunktion

A

C,=37317+0,864Y,,
(0,844)  (22,974)

R?*=0,969, DW =0,635,

auf ihre um eine Periode verzogerten Werte U,_; regressiert:

4, =0,63510, ,,
(3,580)

R?=0,462, DW =1979.

Man erhélt hieraus einen OLS-Schdtzer fir den autoregressiven Parameter ¢, der
zugleich ein Schétzer fiir den Autokorrelationskoeffizienten 1. Ordnung, p;, ist:

P, =d=0,635 .

Unter Verwendung dieses Schitzers lassen sich die verallgemeinerten Differenzen
C;=C,-0,635-C,

und
Y,V =YY -0,635-Y,

der Modellvariablen C, und Y;" bilden. Eine OLS-Schitzung der verallgemeinerten

Differenzengleichung

C; =B, (1-0,635)+B, - Y.
ergibt dann die GLS-Schétzer

By =P, -(1-0,635)=59,285 (t=2,081)
und

By =P, =0,768 (t=2,081)
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nach der Cochran-Orcutt-Strategie. Wahrend die marginale Konsumquote unmittelbar

mit dem Schitzer [_?5; der transformierten Regressionsgleichung iibereinstimmt, ergibt

sich der Schitzer fiir den autonomen Konsum aus der Transformation
B, =p1 /(1-0,635)=162,425 .

Fiir den autonomen Konsum (=absolutes Glied) erhdlt man bei Beriicksichtigung der
Autokorrelation der Residuen mithin einen erheblich héheren Wert als bei der einfachen
LS-Schitzung; dagegen sinkt die marginale Konsumquote (=Streuungsmal}) um knapp
10 Prozentpunkte.

Der Durbin-Watson-Test weist aus, dass mit Hilfe des Cochran-Orcutt-Verfahrens eine
Bereinigung der Autokorrelation gelungen ist, da die sich ergebende DW-Statistik von
1,804 nun im Annahmebereich liegt (a=0,05; n=18; k=2):

DW =1.804¢[d, =1,39;4—d, =2,61] .

Der Determinationskoeffizient R, .. von 0,902 bezieht sich hier dhnlich wie bei der An-

wendung der gewichteten Kleinst-Quadrate-Methode im Falle der Heteroskedastizitiit
allein auf die Giite der Anpassung der verallgemeinerten Differenzengleichung. Hier

lasst sich ganz analog wie im Beispiel 2.4.3 ein Determinationskoeffizent RéLS fiir die

GLS-geschitzte Konsumfunktion bestimmen, der bei einem Wert von 0,764 wesentlich

von demjenigen der OLS-Schitzung abweicht. .



2.4 Heteroskedastizitit und Autokorrelation 141

Aufgaben

(2.4.1)

(2.4.2)

(2.4.3)

(2.4.4)

(2.4.5)

(2.4.6)

(2.4.7)

(2.4.8)

(2.4.9)
(2.4.10)

(2.4.11)

Was versteht man unter Heteroskedastizitdt und wodurch kann dieser Mo-

delldefekt verursacht werden?

Welche inferenzstatistischen Konsequenzen ergeben sich fiir die OLS-Para-
meterschitzer eines multiplen Regressionsmodells im Falle von Heteroske-
dastizitét?

Erldutern Sie die Grundidee der verallgemeinerten Methode der kleinsten
Quadrate (GLS-Methode) zur Beseitigung der Heteroskedastizitit!

Testen Sie die Storterme der durch das verfiigbare Einkommen erklirten
Erdgasnachfragefunktion (=Energiemodell I, s. Aufgabe 2.1.4) mit Hilfe des
Goldfeld-Quandt-Tests auf Heteroskedastizitédt (a=0,10)!

Lisst sich das in Aufgabe (2.4.4) erhaltene Testergebnis durch den White-
Test bestitigen?

Schitzen Sie die in Aufgabe (2.4.4) betrachtete Nachfragefunktion nach Erd-
gas unter Verwendung der Spezifikation Gf =c’ -VEINKR% der Storterm-

varianz mit der gewichteten Methode der kleinsten Quadrate (WLS-
Methode)!

Wie hoch ist die Glite der Anpassung der origindren Erdgasnachfragefunk-
tion bei Verwendung der in Aufgabe (2.4.5) ermittelten WLS-Schétzer?

Welche Problematik ist mit einer Autokorrelation der Storterme eines dko-

nometrischen Modells verbunden?
Wodurch ist ein Markov-Prozess gekennzeichnet?

Priifen Sie die Annahme fehlender Autokorrelation der Storterme der Gas-
nachfragefunktion mit dem Erdgaspreis als erkldrender Variable (=Ener-
giemodell IV, Daten s. Anhang B, Tab. B1) auf der Basis des Durbin-Wat-
son-Tests (a=0,05)!

Bestimmen Sie GLS-Parameterschitzer fur die in Aufgabe (2.4.10) tiberpriif-
te Nachfragefunktion unter Verwendung der Cochran-Orcutt-Methode! Neh-
men Sie Stellung zum Erfolg der GLS-Schétzung im Hinblick auf eine Be-
seitigung der Autokorrelation (DW=1,445; 0=0,05)!



142 2. Okonometrische Eingleichungsmodelle

2.5 Okonometrische Modelle mit verteilten Verzégerungen

2.5.1 Begriff der verteilten Verzégerungen

In der 6konomischen Theorie wird hidufig davon ausgegangen, dass die Wirtschaftsein-
heiten unverziiglich auf verdnderte Marktbedingungen reagieren. Die Variablen des
Modells beziehen sich dann jeweils auf denselben Zeitpunkt oder Zeitraum, so dass man
auch von einem statischen Ansatz spricht. Ein statisches Modell ist dann adidquat, wenn
sich die Reaktionen der Wirtschaftseinheiten innerhalb der gewéhlten Zeiteinheit voll-
ziehen. So kann z.B. bei Jahresdaten ein statisches Modell gerechtfertigt sein, wihrend
bei Monats- oder Quartalsdaten das Verhalten der Wirtschaftssubjekte nur durch ein
dynamisches Modell erfasst werden kann. Mithin kommt dem =zeitlichen Aggrega-

tionsgrad eine nicht unbedeutende Rolle bei der Modellkonstruktion zu.

Einer sofortigen Anpassung an unveridnderte Marktbedingungen koénnen verschieden-
artige Griinde entgegenstehen. So treten z.B. durch die 6konomischen Entscheidungen
vorgelagerte Informationsbeschaffung und -verarbeitung Verzogerungen (Lags) auf. Die
Wirkung wirtschaftspolitischer MaBBnahmen auf bestimmte Zielgréen tritt nicht un-
mittelbar ein, da sie eine Reaktion von Individuen oder Institutionen voraussetzt, die un-
ter Umstdnden ihre Erwartungen tiber die wirtschaftliche Entwicklung zu modifizieren
haben. Verzdgerungen konnen jedoch auch natiirliche, technische oder institutionelle
Griinde haben. Wihrend natiirliche Ursachen vorwiegend in der Landwirtschaft z.B.
durch die Zeit von der Saat bis zur Ernte vorzufinden sind, treten technisch bedingte
Verzogerungen in der Industrie z.B. durch die erforderliche Produktionszeit zur Herstel-
lung von Giitern auf. Institutionelle Lags entstehen beispielsweise durch vorgegebene

Zahlungstermine oder behordlich erlassene Bestimmungen.

Verteilte Verzogerungen (distributed lags) werden sich immer dann ergeben, wenn
die Wirtschaftssubjekte mit Zeitverzogerungen verschiedener Liange auf verdnderte Be-
dingungen reagieren. Dies ist im Allgemeinen dann gegeben, wenn die Individuen hete-
rogene Erwartungen tiber die wirtschaftliche Entwicklung haben. Jedoch schlieen ho-
mogene Erwartungen verteilte Verzogerungen keinesfalls aus. Oftmals bilden sich
ndmlich die Erwartungen der Wirtschaftseinheiten aus der zeitlichen Entwicklung der
Vergangenheitswerte einer Variablen heraus. Okonomische Verhaltenshypothesen wie

die Hypothese der partiellen Anpassung und die Hypothese der adaptiven Erwartung
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fithren zu ganz bestimmten Lag-Modellen. Als Beispiele fiir eine Verwendung des Mo-
dells verteilter Verzogerungen in der 6konomischen Theorie seien hier die Erkldrung
des Preiserwartungseffekts in der Zinstheorie (Siebke und Willms, 1972) und die Per-
manente-Einkommens-Hypothese in der Konsumtheorie (Frieman, 1957) genannt. Ei-
nes der wichtigsten Anwendungsgebiete von Distributed-Lag-Modellen ist die Erkla-
rung der privaten Investitionstitigkeit in einer Volkswirtschaft (Koyck, 1954;
Westerhoff, 1976).

2.5.2 Das allgemeine Modell verteilter Verzégerungen

Das allgemeine Distributed-Lag-Modell geht davon aus, dass eine oder mehrere erkla-
rende Variablen mit unendlich groBem Zeithorizont auf die zu erkldrende Variable ein-
wirken. Eine lineare Beziehung zwischen der endogenen Variablen y und einer exo-

genen Variablen x ldsst sich dann durch das exogen-dynamische Regressionsmodell

(2.5.1) y,=0+Bx, +B, X, +B,X,, +...+ 1,

wiedergeben, wobei u eine Storvariable mit dem Erwartungswert Null und konstanter
Varianz ist. 37 Aufgrund ihrer Abhéngigkeit von der Zufallsvariablen u ist die endogene
Variable y selbst auch eine stochastische GrofBle. Dagegen wird die exogene Variable x
im Allgemeinen als deterministisch betrachtet. Alternativ kann man die x-Werte als Re-
alisationen eines Zufallsprozesses ansehen, der einigen Mindestvoraussetzungen genii-

gen muss. 38
Die GroBen o,B,B;,B,,... sind festliegende unbekannte Parameter. Wahrend das abso-
lute Glied o ausschlieBlich schitztechnischen Zwecken dient, beschreibt die Folge (B;)

die Verzogerungsstruktur des Modells. Thre Glieder, die man auch als Reaktionskoefti-

zienten bezeichnet, kénnen in zweifacher Weise interpretiert werden:

37 Im Gegensatz zum endogen-dynamischen Regressionsmodell enthilt das exogen-dynamische Reg-
ressionsmodell keine zeitlich verzogerten endogenen Variablen. Letzteres ldsst sich jedoch formal in
ersteres iiberfithren, worauf spiter noch eingegangen wird.

38 Insbesondere miissen u und x unkorreliert sein, damit die OLS-Methode weiter zu konsistenten
Schétzungen fiihrt.
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e Zum einen geben die Koeffizienten B;,1=0,1,2,..., an, welchen Einfluss die Werte
der exogenen Variablen x der Perioden t,t—1,t—2,... auf die endogene Variable y
in der Periode t haben (Abbildung 2.5. 1).

Abbildung 2.5. 1: Grafische Interpretation der Reaktionskoeffizienten (I)
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e Zum anderen geben die Koeffizienten B; an, welchen Einfluss die exogene Variab-

le x z.B. der Periode t auf die Werte der endogenen Variablen y in den Perioden
t,t—1,t—2,... ausiibt (Abbildung 2.5. 2).

Abbildung 2.5. 2: Grafische Interpretation der Reaktionskoeffizienten (II)
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Die Aquivalenz beider Betrachtungsweisen folgt unmittelbar aus der zeitlichen Kon-
stanz der Verzogerungsstruktur.
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Um das Distributed-Lag-Modell (2.5.1) einer 6konomischen Analyse zugénglich zu
machen, unterwirft man die Reaktionskoeffizienten B; in der Regel bestimmten Restrik-

tionen. So ist es hdufig sinnvoll zu unterstellen, dass alle B; das gleiche Vorzeichen be-
sitzen:

252)  Bi-B;20, i,j=012,... .

Wihrend B die kurzfristige Reaktion (impact multiplier) der endogenen Variablen y;,

auf einen Impuls der exogenen Variablen x, wiedergibt, misst die Reihe
Bo +B1+B +”-ZZBi =B
i=0

den gesamten Einfluss (total multiplier) aller x-Werte der Perioden t,t—1,t—2,... auf
y;. Damit der Gesamteinfluss tiberhaupt messbar ist, fordern wir, dass die Summe der
B; endlich ist:

0

DB

i=0

(2.5.3) —IB| < .

Diese Bedingung impliziert, dass die Folge (B; ) fiir i—> gegen Null konvergiert:
(2.5.4) limB; =0,
1—>00

was aus 6konomischer Sicht eine recht plausible Restriktion ist, bedeutet sie doch, dass
der Einfluss von x auf'y bei geniigend groBem Zeithorizont verschwindend gering wird.

Vielfach interessiert nicht nur die absolute, sondern auch die relative Wirkung der ein-
zelnen X, 1=0,1,2,... auf y.. Man erhélt die relativen Verzogerungskoeftizienten wj,

auch Lag-Gewichte genannt, indem man die ; auf den langfristigen Multiplikator 3

bezieht:

(255  w, =%i, i=012,.. .

Unter Benutzung von Gleichung (2.5.5) formulieren wir das normierte Verzogerungs-

modell

(2.5.6) Y = a+BZWi ‘X tug .
i=0

Da die Lag-Gewichte w; den Bedingungen
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(2.5.7) 0<w; <1 und > w;=1
i=0

geniigen, ldsst sich die Verzogerungsstruktur (Wi;i = 0,1,2,...) formal wie eine Wahr-

scheinlichkeitsverteilung behandeln. An Stelle einer diskreten Zufallsvariablen & tritt
die Lag-Variable 0, deren Ausprigungen 0,1,2,... die den normierten Reaktionskoeffi-
zienten entsprechenden Lag-Gewichte w,,w,w,,... zugeordnet werden (Abbildung
2.5. 1). Mithin lésst sich bei der Analyse von Lag-Strukturen ein Teil des Instrumentari-
ums der Wahrscheinlichkeitsrechnung iibernehmen. Es sei hier jedoch ausdriicklich dar-
auf hingewiesen, dass der Lag keine stochastische, sondern eine deterministische Grofte
ist; daher ist die Analogie zwischen einer Wahrscheinlichkeitsverteilung und einer nor-

mierten Verzogerungsstruktur auch nur rein formaler Natur.

Abbildung 2.5. 3: Formale Analogie zwischen den Zufallsvariablen & und der
Lag-Variablen 6

Zufallsvariable &
Wabhrscheinlichkeitsverteilung: {Pi ; 1=012,...; 0<p; <1; ipi = 1}
i=0
g
Lag-Variable 0
Normierte Verzogerungsstruktur: {wi ; 1=012,...; 0<w;<1; iwi = 1}
i=0

Komplizierte Verzogerungsverteilungen lassen die Einfiihrung des Lag-Operators L als
zweckmiBig erscheinen. Seiner Definition

(2.5.8) X1 =L-xq

entsprechend verschiebt er den Zeitindex einer Variablen um eine Einheit in die Ver-
gangenheit. Als Operator kann L unabhéngig von der ihm zugeordneten Variablen wie
eine algebraische Grofle behandelt werden. Unter Berticksichtigung von (2.5.8) kdnnen

wir daher schreiben:
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xip = Lox = L(Lx) = Px,
X3=Lexp = L(szt) = L3Xt .
Definieren wir schlielich noch
Xy = 0. X¢ »
wobei L0 die Ausgangsreihe nicht verdndert (neutraler Operator), so gilt allgemein

i .
X =L -x, 1=0,1,2,... 3.

Durch Anwendung des Lag-Operators geht das Distributed-Lag-Modell (2.5.6) in die

Form

\2 :a+[3(wo +w1L+w2L2 +...)xt +u,

=a -i—B[Z:WiLi jxt +u,

i=0

iiber. Unter Verwendung der Lag-Reihe

W(L) =Y wiL
i=0

erhalten wir schlieBlich die kompakte Form
(2.5.9) yi=a+B-W(L) x +u,
des allgemeinen Modells verteilter Verzogerungen.

Obwohl die Reaktionskoeffizienten des allgemeinen Distributed-Lag-Modells be-
stimmten Restriktionen unterworfen sind, ist dieser Ansatz einer Schétzung noch nicht

unmittelbar zuginglich. Im Wesentlichen treten folgende Probleme auf:

e FEiner unendlichen Anzahl von zu schitzenden Parameter steht nur ein endlicher
Stichprobenumfang gegeniiber. Um tiberhaupt eine Schétzung vornehmen zu kon-
nen, diirfte nur eine endliche Zahl zeitlich verzogerter exogener Variablen in die
Regressionsgleichung einbezogen werden. Aufgrund unserer weitgehenden Un-
kenntnis tiber den zeitlichen Ablauf 6konomischer Prozesse ist es aber schwierig
festzulegen, von welcher Verzogerungslinge an der Einfluss der x-Werte auf die
endogene Variable vernachlédssigbar gering ist.

e Selbst wenn obiges Problem befriedigend gelost werden kann, so besteht die Ge-
fahr, dass die bei 6konomischen Zeitreihen héufig recht starke Korrelation aufein-

39 Liverschiebt somit die Zeitreihe (x,) um i Perioden in die Vergangenheit.
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ander folgender Werte nicht nur zu einer Beeintrdchtigung der Schitzergebnisse
fithrt, sondern sie sogar unbrauchbar werden ldsst. Starke Multikollinearitéit bedingt
eine hohe Kovarianz zwischen den Parameterschitzern, was bedeutet, dass eine zu-
fillige Uberschitzung eines Parameters mit einer Unterschitzung eines anderen Pa-
rameters einhergeht. AuBerdem kann die Situation eintreten, dass zwar der Ge-
samtzusammenhang statistisch gesichert ist, die Einzeleinfliisse jedoch aufgrund
erhohter Varianzen als nicht signifikant erscheinen. Derartig unsichere Schétz-

ergebnisse eignen sich kaum zur Beurteilung 6konomischer Verhaltensweisen.

e Die Einbeziehung zeitverzogerter exogener Variablen in die Regressionsgleichung
filhrt zu einem Verlust an Beobachtungswerten; der damit verbundene Informa-

tionsverlust fillt insbesondere bei kurzen Zeitreihen ins Gewicht.

Die Schwierigkeiten bei der Schitzung verteilter Verzogerungen lassen sich durch eine
Verminderung der zu schidtzenden Parameter reduzieren. Dies erreicht man, in dem man
a priori bestimmte Annahmen {iber die Zeitstruktur des zu untersuchenden Prozesses
setzt. Es sind bereits verschiedene Modelle entwickelt worden, die sich beziiglich ihrer
Flexibilitit teilweise jedoch erheblich unterscheiden. Hier sollen die beiden gebriuch-
lichsten Verzogerungsstrukturen und die damit zusammenhidngenden Schitzmoglich-
keiten aufgezeigt werden: das Koyck- und das Almon-Verfahren. Seltener werden da-
gegen die Pascalsche Lag-Verteilung (Solow, 1960) und die rationale Lag-Verteilung
(Jorgenson, 1966) in 6konometrischen Studien verwendet.

2.5.3 Geometrische Lag-Modelle

2.5.3.1 Das Koyck-Modell

Um die dem allgemeinen Distributed-Lag-Modell inhdrenten Schétzprobleme zu um-
gehen, legte Koyck (1954) seiner Investitionshypothese erstmals eine geometrisch fal-
lende Lag-Verteilung zugrunde. Trotz ihrer recht restriktiven Struktur hat sie eine grof3e

praktische Bedeutung erlangt.

In Analogie zur geometrischen Wahrscheinlichkeitsverteilung errechnen sich die Lag-

Gewichte nach der Formel
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(25100  w;=(1-2Q, i=012,.. .

Der Parameter A liegt dabei im Intervall (0,1). Abbildung 2.5. 4 zeigt, dass bei einem
niedrigen Wert des Parameters A die Lag-Verteilung sehr stark abfillt, wihrend sie bei
hohem A relativ flach verlauft.

Abbildung 2.5. 4: Geometrische Lag-Verteilung fiir alternative Werte des Pa-
rameters A
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Unter Verwendung der Kenntnisse der geometrischen Wahrscheinlichkeitsverteilung
ergibt sich als mittlerer Lag
A

g
1-A

und fiir die Varianz der Lag-Verteilung

sg =

(1-2?

Wir ersetzen nun die nicht niher spezifizierten Gewichte des allgemeinen normierten
Verzogerungsmodells durch (2.5.10) und erhalten die Reaktionsform der geometrischen

Lag-Verteilung
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V¢ =a+BZ(1—k)7J X U,
(2.5.11) i=0

=a+B1-2)> A -x, ;+u
i=0

Unter Anwendung des Lag-Operators L ergibt sich

(2.5.12)  y,=a+B(l- ){ZMIJX +u, .

i=0

Der Ausdruck
i AL
i=0

stellt eine unendliche geometrische Reihe dar, die in (1—7»L)_1 umgeformt werden

kann 40:

00

Z 17»L

=0
Damit geht (2.5.12) in die finale Form 4!

1-A
(2.5.13)  y,=a+ ﬁl(— kL)-xt +u,

des geometrischen Lag-Modells iiber, die sich jedoch noch nicht zur Parameterschét-
zung eignet. Um ein geeignetes Schitzmodell zu erhalten, multiplizieren wir (2.5.13)
mit dem Polynom (1-AL) und bringen die zeitverzogerte endogene Variable y, ; auf die
rechte Seite. Die sich dadurch ergebende reduzierte Form, die im Gegensatz zur finalen
Form auch zeitlich verzogerte endogene Groflen als erkldrende Variablen umfassen
kann, entspricht dem Ergebnis der Koyck-Transformation:

(1-AL)y, =a(l=AL)-1+B(1-21)-x, +(1-AL)-u,

V=AY = all=2)+B(1-2)- Xp Hug—Aug

\ :(x(l—k)+ [5(1—7»)-)(t +Ay +u—Au

2514)  yi=a*+B*Fx +Ay g +V,

mit

40" Allgemein gilt fiir eine unendliche geometrische Reihe mit 0<a <1:> a' = % .
i=0 —a

41 In der finalen Form eines Modells ist die abhiingige Variable eine Funktion der exogenen Variablen,

des Storterms und etwaiger Anfangswerte der verzégerten endogenen Variablen.
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(2.5.15)  a*=a(l-1), B*=B(1-1) und v, =u, —ru,, .

Der wesentliche Vorteil des Regressionsmodells (2.5.14) liegt zweifellos in der be-
trachtlichen Verminderung des AusmafBes der Multikollinearitdt: x, und y,; werden
nicht so stark korreliert sein wie die zeitverzogerten Werte der exogenen Variablen.
Hinzu kommt, dass die Schitzbasis aufgrund der erh6hten Anzahl der Freiheitsgrade si-
cherer ist. Da A bereits als Koeffizient in der reduzierten Form geschétzt wird, bestim-
men wir nun noch die beiden tibrigen Koeffizienten o und f der strukturellen Form.
Aus (2.5.15) erhélt man

* *
“" nd p=PT
-2 )

o=

Zwar ist im geometrischen Lag-Modell ein Teil der dem allgemeinen Distributed-Lag-
Modell inhdrenten Schitzschwierigkeiten ausgerdaumt. Durch die Transformation der

strukturellen in die reduzierte Form entstehen jedoch neue Komplikationen: erstens ist
die Storvariable v, unter sehr allgemeinen Bedingungen autokorreliert; und zweitens be-

steht zwischen der zeitlich verzogerten endogenen Variablen y,; und der Zufalls-
variablen v, eine stochastische Beziehung. Damit sind die Annahmen des klassischen
Regressionsmodells in zwei Punkten verletzt.
Wir betrachten diese beiden Probleme nun genauer. Da die untransformierte Stor-
variable u, mit dem klassischen Regressionsmodell in Verbindung gebracht werden
kann, liegt es nahe, sie als unkorreliert zu betrachten. Fiir die Kovarianz zwischen v,
und v,_; ergibt sich mit (2.5.15)
COV(Vth—l): E(vat—l): E[(ut —hug )(ut—l —Aug, )]
= E(utut—l)_ kE(utut—z)_ AE utz—l + sz(ut—lut—z)
=-AE uf_l

wegen  E(uuy)=E(uwu)=E(uu,_,)=0.
Aufgrund der Homoskedastizitit erhdlt man
Cov(v,,vey)= o2,

was bedeutet, dass die StorgroBe v, des Koyck-Modells (2.5.14) autokorreliert ist. Da-

durch wiirde zwar die Erwartungstreue der Parameterschitzer im Falle einer OLS-
Schitzung unberiihrt bleiben, jedoch miisste ein Effizienzverlust in Kauf genommen

werden.
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Im klassischen Regressionsmodell sind die erklidrenden Grofen als exogene Variablen

aulerdem von der Storvariablen stochastisch unabhingig, zumindest jedoch unkorre-
liert. Das Auftreten der zeitlich verzogerten endogenen Variablen y, ; als erkldrende

GroBen fithrt demgegeniiber zu einer Verletzung dieser Bedingung. Unter Vernachléssi-

gung des konstanten Gliedes erhilt man unter Verwendung der um eine Periode ver-
zdgerten Gleichung (2.5.11) fiir y,_;

COV(Vtﬂ Yi-1 ) = E|:(ut —hug {B(l - k)ikixt_i_l TUu H

i=0
2
= B(l - k)E(utxt71)+ et E(ututfl)— ?»(1 - }\‘)BE<ut—1Xt—l)_ o KE(“t—l)
Da u und x unkorreliert sind und auch die Kovarianzen der Storvariablen u, verschwin-
den, folgt
Cov(vy,yi)= _XE(U%—I )
und aufgrund der Homoskedastizitét
Cov(v,yq)=—ho’
Die negative Korrelation zwischen v, und y, ; kommt dadurch zustande, dass sowohl v,
als auch y,_; negativ mit u,_; korreliert sind. Da y,_; aufgrund des autoregressiven Sche-
mas (2.5.14) alle zukiinftigen Werte der endogenen Variablen y beeinflusst, gilt allge-
mein

Cov(v,,y,;)#0 fiiri>0.

Hierdurch entstehen groBere Schitzprobleme als bei einer Autokorrelation der Stor-

variablen. Tatsdchlich ldsst sich zeigen, dass aufgrund der stochastischen Beziehung
zwischen der erkldrenden Variablen y, ; und der Stérvariablen v, die Eigenschaft der

Erwartungstreue einer OLS-Schitzung verloren geht.
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2.5.3.2 Anpassungs- und Erwartungshypothesen

Die Adédquanz der dem geometrischen Lag-Modell zugrunde liegenden Reaktionsform
lasst sich nur in Abhéngigkeit des jeweils zu untersuchenden Phdnomens beurteilen. Es
gilt daher, die hinter den Verhaltensweisen der Individuen stehenden 6konomischen
Mechanismen aufzudecken. Obwohl Koyck die Annahme geometrisch verteilter Lags
nicht ndher begriindet, kann sie aus den Hypothesen von Nerlove (1958) und Cagan
(1956) tiber das Verhalten der Wirtschaftssubjekte abgeleitet werden. Nerlove legt dabei
den Schwerpunkt auf den Anpassungsmechanismus, wohingegen Cagan die Erwar-

tungsbildung in den Vordergrund stellt.

Die Hypothese der partiellen Anpassung (partial adjustment hypothesis) postuliert,
dass die laufenden Werte einer unabhédngigen Variablen x, das geplante oder ge-

wiinschte Niveau y; der abhidngigen Variablen y, bis auf eine Zufallsabweichung de-

terminieren:

(2.5.16)  yi=oa+Bx,+u, .

Allerdings stehen einer sofortigen Anpassung an die gleichgewichtige Grofe ¥t Hemm-
nisse verschiedenster Art entgegen: eine gewisse Trigheit im Verhalten der Wirt-
schaftseinheiten, Kosten der Anpassung, fehlende Informationen, Restriktionen tech-
nischer, finanzieller, rechtlicher und administrativer Art u.a. mehr. Diese Friktionen
fiihren dazu, dass das gewiinschte Niveau nicht vollstdndig in der Planungsperiode er-
reicht wird. Nur ein bestimmter Anteil jener zur Erreichung des Gleichgewichts erfor-

derlichen Verinderungen wird auch tatséchlich realisiert, d.h. es gilt
@5.17) v -y =dlys —yi), 0<d<l,

wobei & der Anpassungskoeffizient ist. Je ndher & bei | liegt, umso kiirzer ist der An-

passungszeitraum; ein niedrigerer Wert weist auf einen ldngeren Zeithorizont hin.
Nach Substitution von yj durch (2.5.16) erhdlt man

25.18)  yi -y =d3(a+PBx,+u —yey),

so dass sich nach Auflgsen nach y, und geeigneter Zusammenfassung

(2.5.19)  y, =3+ Bx, +(1-8)y,_;+du, .

ergibt. Die Ahnlichkeit zwischen Gleichung (2.5.19) und der reduzierten Form des

Koyck-Modells ist unverkennbar. Beiden Modellen liegt eine geometrische Verzoge-
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rungsstruktur zugrunde (vgl. Gaab, 1974, S. 13). Allerdings weist die aus dem Anpas-
sungsmodell abgeleitete Endgleichung erheblich einfachere stochastische Eigenschaften

auf als die reduzierte Form des Koyck-Modells. Unter der Annahme, dass die urspriing-
liche Zufallsvariable u, nicht autokorreliert ist, gilt diese Eigenschaft auch fiir die trans-

formierte Storgrofe Su,. Ebenso besteht modellmaBig keine stochastische Abhidngigkeit
zwischen dem Stérterm und der zeitlich verzogerten endogenen Variablen y, ;. Sofern
das Modell richtig spezifiziert ist, ergibt sich dadurch gegeniiber dem Ausgangsmodell
der geometrischen Lag-Verteilung eine schitztechnische Vereinfachung. In der Wirt-
schaftstheorie wird auf der Grundlage des Modells der partiellen Anpassung z.B. die
Anpassung des Kapitalstocks auf eine Nachfragednderung untersucht. AuBerdem findet

die Hypothese Anwendung in der dynamischen Geldnachfrageanalyse.

Vorstellungen tiber die zukiinftige Entwicklung einer Variablen orientieren sich vielfach
an bestimmten Zukunftserwartungen der sie determinierenden Grofen. Eine derartige

Verhaltensweise lédsst sich durch die Funktion
(2.5.20) Y = o+ PBx§ +uy

beschreiben, in der y, z.B. den Konsum und x{ das erwartete Einkommen sein konnen.
Da die Erwartungsgrofie x; im Allgemeinen nicht beobachtbar ist, 42 benétigt man eine
Hypothese tiber die Erwartungsbildung der Wirtschaftssubjekte. Das Modell der adap-
tiven Erwartungen (adaptive expectations model) geht davon aus, dass die Individuen
ihre bisherigen Zukunftserwartungen korrigieren, sofern sie eine Diskrepanz zwischen
dem realisierten und von ihnen erwarteten Wert einer Grof3e feststellen. Allerdings wer-
den Irrtiimer in der Vorperiode nicht in vollem Umfang in die Erwartungsbildung ein-

gehen, so dass die Erwartungshypothese die Form
(2521)  x{—-xiy :y(xt,l —xf,l), 0<y<l

annimmt. Der Erwartungskoeffizient y gibt dabei an, in welchem Ausmal} Fehleinschit-
zung der Vergangenheit in die Antizipationen der Wirtschaftseinheiten eingehen. In
dem einen Grenzfall, y=0, schlégt sich eine Fehleinschitzung tiberhaupt nicht in den Zu-
kunftserwartungen nieder; im anderen der hier ausgeschlossenen Grenzfille, y=1, er-

folgt eine vollstindige Erwartungskorrektur.

42 Es gibt allerdings auch Versuche, Plan- und ErwartungsgroBen direkt durch Befragung zu ermitteln.

Derartige Erhebungen wurden aber bisher in 6konometrischen Modellen kaum berticksichtigt.
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Um die Hypothese der adaptiven Erwartungen einer Schitzung zugénglich zu machen,
miissen wir x{ in Gleichung (2.5.21) durch eine Funktion beobachtbarer GroBen erset-

zen. Durch Addition von yx{ auf beiden Seiten der Gleichung (2.5.21) ergibt sich
x{ = (I=v)x{q =%,

und nach Auflésen nach der ErwartungsgroBe x;

Xt = (=) +rx
Substituiert man nun hierin sukzessive die verzogerte Erwartungsgrofie auf der rechten
Seite, so erhdlt man schlieBlich die Beziehung

2522)  x{=v) (1-v)xc

i=0
in der die aktuelle ErwartungsgroBe x; vollstindig auf die realisierten Werte der exo-
genen Variablen x zuriickgefiihrt worden ist. Mit (2.5.22) geht (2.5.20) in

© .
(2.5.23) 7 =a+B~yZ(l—y)l ‘X T Uy

i=0
iiber, die der Reaktionsform (2.5.11) der geometrischen Lag-Verteilung entspricht.
Folglich lasst sich die Koyck-Transformation anwenden, die darin besteht, dass man die

um eine Periode verzégerte und mit (1-y) multiplizierte Gleichung (2.5.23),
=)y ==yt By 2 (1=7)"x iy + (=7
i=0

von dieser subtrahiert:

Ye—(=7)ye =ya+yBx +u —(—y)uey .
Durch Umformung ergibt sich schlieBlich
@524 ye=ay+Pyx +(=v)ye +uc 0=y ]

Ein Vergleich der reduzierten Formen beider Hypothesen zeigt, dass unterschiedliche
Modellansitze zur gleichen dynamischen Regressionsgleichung fiihren kénnen. Da-
durch ergibt sich ein Identifikationsproblem. In der Regel gibt es keine Méglichkeit,
zwischen beiden Hypothesen empirisch zu unterscheiden. Den Stortermen der End-
gleichungen (2.5.19) und (2.5.24) liegen dagegen unterschiedliche stochastische Eigen-

schaften zugrunde. Ebenso wie im Koyck-Modell ist der Stérterm in Gleichung (2.5.24)
autokorreliert und nicht mehr von der erkldrenden Variablen y, ; unabhingig. Die dem
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Koyck-Modell anhaftenden Schitzprobleme treten daher auch bei dieser Hypothese in

unveridnderter Form auf.

2.5.3.3 Die OLS-Methode und ihre Schétzeigenschaften

Aufgrund eines Stichprobenergebnisses gibt es keine Mdoglichkeit, zwischen den drei
differierenden Modellansétzen zu differenzieren, die zu der dynamischen Regressions-

gleichung
(2.525) yi=PBo +Bix¢ B2y Vi, t=12,.0n

fiihren. Wenn man bei einer Schitzung unmittelbar das dynamische Regressionsmodell
(2.5.25) zugrunde legt oder die Hypothese der partiellen Anpassung unterstellt, konnte

man wie bei einer multiplen Regression allgemein a priori von einer unkorrelierten
Storvariablen v, ausgehen. Dann wiirde sich ein Schétzproblem allein durch das Auf-

treten der endogenen verzogerten Variablen y,; ergeben. Bei dem Koyck-Modell und
der Hypothese der adaptiven Erwartungen ist dagegen auf jeden Fall zunichst einmal
eine Autokorrelation der StorgroBe zu unterstellen, was bei der Schétzung zusétzlich zu

beriicksichtigen ist.

Zum Zweck einer Diskussion der Eigenschaften von Schitzern der Parameter des dy-

namischen Regressionsmodells (2.5.25) gehen wir von der kompakten Darstellung

(2526) y=Xp+v

mit
y=(y1.y20¥0)'s B=BoBiB2)' s v=(viva,..vy)
und
I X1 Yo
x=[l X2
I Xy Yn

aus. y, ist darin ein nx1-Vektor der endogenen Variablen, B ein 3x1-Parameter Vektor

und v ein nx1 Vektor der Stérvariablen. In der nx3-Matrix der prideterminierten Vari-
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ablen gibt y, einen Anfangswert an, der gleich dem Beobachtungswert der endogenen
Variablen in der Periode vor Beginn des Stiitzbereichs gesetzt werden kann.

Es geht nun um die Eigenschaften des OLS-Schitzers
(2527 p=(X'X)"'Xy,

der allgemein fiir ein multiples Regressionsmodell bestimmt worden ist. Nach Einsetzen
von (2.5.26) fiir y ldsst sich f in der Form

(2528)  Pp=p+(X'X)"'X'v

schreiben, so dass man nach Bildung des Erwartungswerts

(2.529)  Ep)=p+E[XX)"'X"V].

erhilt. Wie (2.5.29) zeigt, ist p nur dann ein erwartungstreuer Schétzer fiir den Parame-
tervektor B, wenn der Term E[X'X)-!X'v] verschwindet. Wenn man den einfachsten
Fall einer unkorrelierten Storvariablen v, unterstellt, besteht zwischen den Komponen-
ten von X' und v keine Korrelation, da die jeweils aktuelle Zufallsvariable v, nicht nur
von allen vergangenen und zukiinftigen Werten der exogenen Variablen x, sondern auch
von den Werten der zeitlich verzdgerten Variablen yy; fiir alle j>1 stochastisch unab-
hingig ist. Jedoch enthdlt die Inverse (X'X)"! mit Ausnahme von y, alle Stichproben-
werte der endogenen Variablen y, so dass (X'X)-! und X'v auf komplexe Weise vonein-

ander abhéngen.

Um diesen Zusammenhang zu verdeutlichen, unterdriicken wir die exogene Variable
und die Scheinvariable. Der Erwartungswert des Vektors (X'X)"!X'v geht dann in den
Ausdruck

n
ZYt—th

E t=1
n

Zyg—l
t=1

tiber. Wahrend v, und y, | im Zéhler paarweise unkorreliert sind, beeinflusst die Zufalls-

variable v, die einzelnen Summanden des Nennerterms. Und zwar existieren folgende

Wirkungsketten:
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2 2 2

Vi > Y1 ™ Y2 > > Yno
2 2

V2 —> YZ —> s —> yn—l
2

V-1 - Yn

Nur der Anfangswert y, kann als von der StorgroBe v, unabhingig angesehen werden.

Aufgrund der stochastischen Abhingigkeiten darf E[(X'X)-1X'v)] nicht in den Erwar-
tungswert der Inversen (X'X)! und den Erwartungswert des Vektors X'v aufgespalten

werden, so dass im Allgemeinen
E|(XX) "' Xv |~ 0

und damit auch

gilt.

Hurwicz (1950) untersuchte erstmals analytisch das Ausmal} der Verzerrung des OLS-
Schitzers fiir ein dynamisches Regressionsmodell. Er fand heraus, dass die OLS-
Methode die Parameter der Grundgesamtheit dem Betrag nach systematisch unter-
schitzt. In dem einfachen Fall

Vi =By vy

betragt der Bias fiir geniigend groBies n

2530) EBp)-p=~ —%B :

A

Allerdings verschwindet der Bias, wenn n tiber alle Grenzen hinaus wéchst. f ist damit

zumindest ein asymptotisch erwartungstreuer Schéatzer fiir 3 .

Wie sich zeigen lésst, ist der OLS-Schétzer ﬁ nur dann ein konsistenter Schétzer fiir
den Parametervektor B, wenn die Storvariable v, unkorreliert ist. Bei einer Autokorrela-
tion der Storvariablen v, geht die Konsistenzeigenschaft dagegen verloren. Um die Kon-
sistenz des OLS-Schétzvektors fi bei unkorrelierten Stoérvariablen nachzuweisen, muss
gezeigt werden, dass die Schitzer der Regressionskoeffizienten fiir n—oo mit Wahr-
scheinlichkeit gegen die "wahren" Parameter konvergieren, d.h. dass

limPin—B‘ <£):1, >0

n—owo
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oder kiirzer

plimﬁ:ﬁ

n—o

gilt. Bei der Beweisfithrung kommt die Beziehung

(2.5.31) plile‘Vzo

n—co 11

eine entscheidende Bedeutung zu. (2.5.31) ist genau dann erfiillt, wenn die Bedingun-

gen

1
(2.532)  lim E(HX'V) =0

n—o0

und

(2.533)  lim COV(l X' vj =0
n

n—oo

gelten, d.h. mit n—>oo miissen der Erwartungswert von 1/n-X'v gegen den kxl-
Nullvektor 0 und die Kovarianzmatrix von 1/n-X'v gegen die kxk-Nullmatrix streben.
Wie bei der Untersuchung der Erwartungstreue des Schétzvektors ﬁ bereits gezeigt

wurde, gilt aufgrund der Unkorreliertheit zwischen v, und y,,, s#0, die Bezichung
(2.5.34) E[l X'Vj =0
n

und damit erst recht (2.5.32). Um die Giiltigkeit von (2.5.33) zu zeigen, bilden wir zu-
néchst die Kovarianzmatrix von l/ VJn-X'v:

1 1 1
Cov| =X'v |=E =X'wW'X—|.
() )
Wegen (2.5.34) konnen wir den Term
1 1
E =X'vw'X—
[ )

aufspalten, so dass man

Cov[\/la X' vj =E(w"): E(Ill X' Xj

erhilt. Aufgrund der fehlenden Autokorrelation der Storterme gilt
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E(vv') = 0%,1 ,

womit

1 (1
Cov| =X'v [=0o E| —X'X
(\E j ' (n )
folgt. Wir nehmen nun an, dass der Erwartungswert der Momentenmatrix 1/n-X'X in

der Grenze n—o existiert und mit dem Wahrscheinlichkeitslimes identisch ist:

(2.535)  lim E(l x'xj = plim(l x'xj -Q,
n

n—o n—oo\ 11

wobei Q eine reguldre kxk-Matrix ist. Dadurch ergibt sich

. 1 5
lim Cov| —=X'v |= ,
a V(& ] ¢

so dass fiir die Kovarianzmatrix von 1/n-X'v

. 1 . 1 (1 )
lim Cov| —X'v | = lim Cov| —=X'v |- lim| — | = 0=0
nil;lo OV(n Vj nE)Ix}o OV(\/H VJ nglc}o( \/HJ GVQ

folgt.

Damit ldsst sich nun die Konsistenz des OLS-Schitzers ﬁ bei unkorrelierten Storvariab-

len beweisen. Durch Anwendung des Wahrscheinlichkeitslimes auf (2.5.29) erhélt man
p limﬁ = plim[ﬁ + (X'X)f1 X'v]

=B+p 1im[(x'x)*1 X' v]

n—oo

Aus dem Theorem von Slutzky folgt 43

-1

plimﬁ =B+ plirn(l X' Xj plim(1 X'Vj
n—o0 n—ow \ N n—oo \ 1

und wegen (2.5.31) und (2.5.35) schlieBlich

plimp=p+Q - 0=p .

n—oo

43 Das Theorem von Slutzky behandelt Funktionszusammenhinge zwischen den Wahrscheinlichkeits-
limes von Zufallsvariablen. Allgemein gilt
plim (X+Y)=plim X+ plim Y und plim (XY)=plim X-plim Y,
sofern die stochastischen Matrizen X und Y entsprechend dimensioniert sind. S. hierzu Schonfeld
(1969), S. 179.
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Weiterhin ist die OLS-Schétzung asymptotisch effizient (vgl. Johnston, 1972, S. 305),
d.h., es gibt keinen anderen konsistenten Schétzvektor fiir f, dessen asymptotische Va-

rianz geringer ist als die des OLS-Schétzers ﬁ . AuBerdem zeigt sich die OLS-Methode
in Simulationsstudien auch bei kleinen Stichproben anderen Schétzverfahren als tiberle-
gen (Copas, 1966), so dass sie als eine praktikable Schitzmethode fiir dynamische Reg-

ressionsmodelle bei unkorrelierten Storvariablen angesehen werden kann.

Bei autokorrelierten Storvariablen ist dagegen nicht einmal die Mindestforderung der
Konsistenz gesichert. Die fehlende Konsistenz des OLS-Schitzers resultiert aus der

kontemporiren Abhéngigkeit der verzégerten endogenen Variablen und der Stérvariab-
len. Einerseits beeinflusst die Storvariable u,_; v, andererseits aber auch y,_;, so dass die

Kovarianz zwischen v, und y,; im Allgemeinen einen von null verschiedenen Wert an-

nimmt.

Um die Inkonsistenz der OLS-Schitzung bei autokorrelierten Stérvariablen zu zeigen,
ersetzen wir den Stérvektor v in (2.5.28) durch u-Au_;, wobei der Zeitindex der Kompo-

nenten von u_; im Vergleich zu u um eine Einheit in die Vergangenheit verschoben ist.
Es ergibt sich
B=p+(XX)"'X(u-2u_)
—p+(XX) " XX X) Xu,

Nach Anwendung des Wahrscheinlichkeitslimes erhalten wir

. -1 -1
plimp =plim [3+(X'Xj X'u—X(X'Xj X'u

n—owo n—o

-1 -1
=B +plim [xx) X'u—x(x'x) X'u

n—o

und aus dem Theorem von Slutzky folgt
plimﬁ =B+ plim(X‘ X)_1 X'u - kplim(X' X)_1 X'u_; .

n—o n—>o n—o
Da die untransformierte Storvariable u unkorreliert ist, gilt gemafB (2.5.31)

p lim(X‘X)_] X'u=0

n—oo
und daher

(2536)  plimp=p—1r plim(X'X) ' X'u, .

n—o n—o
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Da die Komponenten der Matrizen (X'X)"! und X' mit denen des verzégerten Storvek-
tors u_; in stochastischer Beziehung stehen, strebt der Ausdruck (X'X)-1X'u_; nicht mit

Wahrscheinlichkeit gegen den Nullvektor 0, was dazu fiihrt, dass

P 1imﬁ #PB

n—o0
ist. # Die Konsistenzeigenschaft geht bei der OLS-Methode somit bei einer Autokorre-
lation der Storvariablen verloren. In dieser Situation sind alternative Schétzverfahren
wie z.B. die verallgemeinerte Methode der kleinsten Quadrate (GLS-Methode) oder die
Methode der Instrumentvariablen (IV-Methode) in Betracht zu ziehen, die zumindest

die Konsistenz der Schitzung sichern. 43

2.5.3.4 Der Durbin-h-Test

Bei okonometrischen Modellen mit zeitlich verzogerten endogenen Variablen als
Regressoren lassen sich mit der OLS-Methode keine erwartungstreuen Schétzer
bestimmen. Der OLS-Schitzer fiir den Parametervektor B ist jedoch zumindest kon-
sistent, wenn die Storgrofle nicht autokorreliert ist. Bei einer Autokorrelation der Stor-
groBe verschwindet die Verzerrung dagegen nicht einmal mit iiber alle Grenzen wach-

sendem Stichprobenumfang, so dass die OLS-Schétzung inkonsistent ist.

Unter diesem Aspekt kommt einer Priifung der Residuen auf Autokorrelation eine be-
sondere Bedeutung zu. Allerdings ist der Durbin-Watson-Test hier nicht anwendbar, da
die Durbin-Watson-Statistik DW bei zeitlich verzogerten endogenen Variablen als
Regressoren systematisch gegen den Wert 2 verzerrt ist. Der Durbin-Watson-Test ten-
diert also dahin, die Nullhypothese einer fehlenden Autokorrelation zu bevorzugen,
selbst wenn bestimmte Indizien dagegen sprechen. Durbin (1970) hat jedoch einen Au-

tokorrelationstest fiir das dynamische Regressionsmodell

44 Nur in dem unwahrscheinlichen Fall, dass A genau mit dem Autokorrelationskoeffizienten erster

Ordnung der Residuen, p, iibereinstimmt, wiirde die Konsistenz gesichert sein.

45 Da die GLS-Methode bereits vorgestellt worden ist, konnen wir uns hier auf eine Prisentation der
Methode der Instrumentvariablen beschrinken. Bei der Anwendung der GLS-Methode auf dynami-
sche Regressionsmodelle muss der autoregressive Parameter A geeignet geschitzt werden, was am
besten im Rahmen einer "Gittersuche" (grid search) erfolgt, da dann die Konsistenz des GLS-
Schitzers gesichert ist. Danach wird derjenige Wert im Intervall (0, 1) als Schitzwert fiir A verwen-
det, der die Summe der gewogenen Abweichungsquadrate vQ v minimiert. Vgl. Johnston (1972),
S. 315.



2.5 Okonometrische Modelle mit verteilten Verzégerungen 163

(2537)  y =By +PBrxy +PB3yeg + Uy

entwickelt, der als Durbin-h-Test bekannt geworden ist. Die Priifgrofle des Tests, die

Durbin-h-Statistik genannt wird, ist durch

(2.5.38)

gegeben, in der P der geschitzte Autokorrelationskoeffizient erster Ordnung und

VAar<[A53) die geschitzte Varianz des Regressionskoeffizienten der zeitlich verzogerten

endogenen Variablen y, ; ist. Bei 6konometrischen Analysen ldsst sich die Priifgrofe h

durch Kenntnis der Durbin-Watson-Statistik DW unter Beriicksichtigung der Beziehung
DW =~ 2(1-p)

bestimmen:

(2539) h= (1 -

Unter der Nullhypothese
Hy:p=0

ist die Durbin-h-Statistik fiir groe Stichproben standardnormalverteilt. Der Durbin-h-
Test, mit dem die Autokorrelation erster Ordnung der StorgrofBe tiberpriift wird, l4sst
sich somit unter Verwendung der Standardtabelle der Normalverteilung durchfiihren.
Die Testprozedur bleibt unverdndert, wenn in der dynamischen Regressionsgleichung
mehrere exogene Variablen oder zusitzliche zeitliche Verzogerungen der endogenen

Variablen auftreten.

Vorausgesetzt werden muss bei der Anwendung des Durbin-h-Tests in dieser Form,
dass die n-fache geschitzte Varianz des Regressionskoeffizienten von y, ; kleiner als

Eins ist. Ansonsten wire die PriifgroBe h nicht definiert. In dieser Situation empfiehlt

Durbin, die Regressionsgleichung
A * * * * A
U =Py +Pox +PB3yg +Pali g + vy

mit der gewdhnlichen Methode der kleinsten Quadrate zu schitzen. Die GroBen U, sind

darin die OLS-Residuen des dynamischen Regressionsmodells (2.5.37). Der Autokorre-
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lationstest ist in diesem Fall mit dem t-Test des Regressionskoeftizienten BZ der zeit-
lich verzogerten Residualgrofe G,_; identisch. Bei einer Signifikanz des Regressionsko-
effizienten BZ kann auf eine Autokorrelation erster Ordnung der Residuen geschlossen
werden. Die Nullhypothese einer fehlenden Autokorrelation wird dagegen beibehalten,

%
wenn sich der Regressionskoeffizient B4 als nichtsignifikant erweist.

2.5.3.5 Ein Beispiel

Eine Untersuchung der dynamischen Struktur der Geldnachfragefunktion ist erstmals
von Goldfeld (1973) auf der Grundlage der Hypothese der partiellen Anpassung fiir die

US-amerikanische Volkswirtschaft durchgefiihrt worden. Danach wird die Liicke fiir die
zwischen der gewiinschten Geldhaltung m; in der aktuellen Periode und der realisierten

Geldhaltung m_; der Vorperiode z.B. aufgrund von Anpassungskosten nicht sofort voll-

stindig geschlossen. Bei Verwendung der 6konomischen Variablen in logarithmierter
Form lautet die Hypothese der partiellen Anpassung der Geldhaltung

Inm, -Inm,_, = S(In m; —In mH) ,

in der 8 einen Anpassungskoeffizienten bezeichnet, der zwischen Null und Eins liegt.
Wenn die gewlinschte Geldnachfrage nun von dem Aktivitdtsniveau und den Opportu-

nitdtskosten der Geldhaltung abhingt,

lnm: =B, +B,Iny, +B,In1, +u,,

dann erhidlt man die Geldnachfragefunktion,

(2.540) Inm, =8B, +8B,Iny, +8B,Inr, +(1— 6)ln m,_, +u

t o

in der die Geldmenge in verzdgerter Form als erkldrende Variable auftritt. Das Aktivi-
titsniveau wird hier z.B. durch das Bruttosozialprodukt y gemessen; die Opportunitts-
kosten werden durch einen reprisentativen Zinssatz r erfasst. Sofern die Wirtschaftsein-
heiten keiner Geldillusion unterliegen, sind das Bruttosozialprodukt und die Geldmenge
als reale Gr6Ben in die Geldnachfragefunktion einzubeziehen.

Bei einer 6konometrischen Schitzung der dynamischen Geldnachfragefunktion (2.5.40)
fiir die Bundesrepublik Deutschland verwenden wir Quartalsdaten fiir den Zeitraum von
1960/1 bis 1990/11. Die Geldmenge ist in der Abgrenzung M1 verwendet worden, die
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das Bargeld und die Sichtguthaben der Nichtbanken umfasst. Das Aktivititsniveau wird
durch das Bruttosozialprodukt gemessen, und die Opportunititskosten werden durch
den Geldmarktzinssatz (Dreimonatsgeld) erfasst. Die beiden NiveaugroBen Geldmenge
und Bruttosozialprodukt werden mit dem Preisindex des Bruttosozialproduktes defla-
tioniert, d.h., sie gehen als reale Grofen in die Geldnachfragefunktion ein. Alle 6kono-
mischen Variablen werden wie tiblich bei der Geldnachfrageanalyse logarithmiert. Die

Daten sind den Monatsberichten der Deutschen Bundesbank entnommen.

Die 6konometrische Schitzung der Geldnachfragefunktion (2.5.40) erbrachte folgendes
Ergebnis (t-Werte in Klammern):
In ;nl =-0304 +0,305lny, -0,044Inr, +0,743Inm
(-55595)  (8,787) (-7,413) (24,695)

R? =0,994, R? = 0,994, F = 6729,284, DW = 2,254742 .

Die Einflussgrofen "erkldren" insgesamt 99,4 % der Geldmengenstreuung. Der Ge-
samtzusammenhang ist hochsignifikant. Da die Geldnachfragefunktion eine zeitlich
verzogerte endogene Variable als EinflussgroBBe enthilt, ist der Durbin-Watson-Test

zum Zwecke einer Uberpriifung der Autokorrelation der Storvariablen nicht anwendbar.
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Abbildung 2.5. 5: Geldnachfragefunktion mit Koyck-Lag
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Jedoch lasst sich mit Hilfe der Durbin-Watson-Statistik die Durbin-h-Statistik bestim-
men. Hierzu wird zusétzlich die Varianz des geschitzten Regressionskoeffizienten B,
der zeitlich verzogerten endogenen Variablen Inm,_; bendtigt:

Var(p, )= 0,03007842 = 0,00090471 |

Bei einem Stichprobenumfang von n=121 erhélt man dann

(2254742 121 _lasaT
2 1-121-0,00090471

Bei einem Signifikanzniveau von 5 % lautet der kritische Wert ‘29’975‘ =1,96, so dass
die Nullhypothese einer fehlenden Autokorrelation nicht widerlegt werden kann.

Auflerdem sind alle Regressionskoeffizienten auch auf dem 1 %-Signifikanzniveau sta-
tistisch gesichert. Sie haben beziiglich der 6konomischen Einflussgroflen durchweg das
erwartete Vorzeichen. Die kurz- und langfristigen Einkommens- und Zinselastizititen

gehen aus folgender Tabelle hervor:
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Elastizitit (g)
Einkommenselastizitit Zinselastizitit
C kurzfristig 0,305 —0,044
Fristigheit 17 fristie 1,187 0,171

Die kurzfristigen Einkommens- und Zinselastizitdten von 0,305 und —0,044 entsprechen
den geschitzten Regressionskoeffizienten der beiden Okonomischen Variablen. Da-
gegen ergeben sich die langfristigen Einkommens- und Zinselastizitdten unter Bezug
auf den Anpassungskoeffizienten & von 0,257, der sich unmittelbar aus dem Regres-
sionskoeffizienten der verzogerten Geldmenge ergibt:

0,305 —-0,044

————=1187 und g y=—>—"=
1-0,743 =M 0,743

€ AY _0,1 71
Die langfristigen Einkommens- und Zinselastizitdten lauten somit 1,187 und —0,171. Sie

ergeben sich nach vollstédndiger Anpassung der Geldhaltung an das gewiinschte Niveau.

Wegen
7= In(1-0,5) _ 233
’ In0,743
und
oo = In(1-0,9) _ 775
’ In0,743

hat sich die Anpassung allerdings zu 50 % bereits nach 2,3 Quartalen und zu 90 % nach

7,8 Quartalen vollzogen. 46 Der mittlere Anpassungslag ist mit

0,743

=2 589
M 043

um gut ein halbes Quartal linger als der Medianlag.

2.5.3.6 Die Methode der Instrumentvariablen (IV-Methode)

Als Alternative zur verallgemeinerten Methode der kleinsten Quadrate (GLS-Methode)

kommt zur Schitzung dynamischer Regressionsmodelle bei Autokorrelation der Stor-

46 Allgemein sind die Lag-Quantile I’, 0<p<1,durch Tp =[In(1-p))/[In(1 - 5)] gegeben. Vgl. Harvey
(1981), S.233 f.
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variablen die Methode der Instrumentvariablen in Betracht. Ihr Prinzip besteht darin, die
zwischen der zeitlich verzogerten endogenen Variablen und der Storvariablen auftre-
tende Korrelation zumindest asymptotisch zu eliminieren, indem erstere durch geeignete
Instrumente ersetzt werden. Dabei miissen als Instrumente GroBen gewéhlt werden, die
mit der zeitlich verzogerten endogenen Variablen in einem engen Zusammenhang ste-

hen, ohne jedoch mit der Storvariablen korreliert zu sein.

Bei dem dynamischen Regressionsmodell
Vi =P1 +Bax +B3yig +Vy

ist die Matrix Z der Instrumentvariablen wie die Beobachtungsmatrix X von der Dimen-
sion nx3. Wihrend die exogene Variable x als Instrument fiir sich selbst verwendet
werden kann, ist fiir die zeitlich verzogerte endogene Variable eine geeignete Instru-
mentvariable zu finden. Allgemein fordern wir, dass die Matrix Z der Instrument-
variablen so gewdhlt wird, dass sie die Eigenschaften

1
(2.541) plim—Z'v=0

n—» n

und

!

(2.5.42)  plim—Z'X=Q,x,Qzx reguldr

n—oo 11
erfiillt. Damit wird sichergestellt, dass die Instrumentvariablen bei groflen Stichproben
mit der Storvariablen unkorreliert sind. Aulerdem wird gefordert, dass die Momenten-
matrix Qzx zwischen den Instrumentvariablen und Regressoren des dynamischen Reg-
ressionsmodells asymptotisch existiert und nichtsinguldr ist. Wenn man nun das dyna-
mische Regressionsmodell

(2.543) y=Xp+vy

nicht mit der Transponierten der Beobachtungsmatrix X wie bei der OLS-Methode,
sondern mit der Transponierten der Matrix Z der Instrumentvariablen multipliziert,

dann erhédlt man das System

Zy=ZXp+Z'v ,

das mit dem Normalgleichungssystem (2.1.14) vergleichbar ist. Der Instrument-
variablen-Schiitzer (IV-Schitzer) ﬁIV fiir B ergibt sich dann durch Invertierung der
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Produktmatrix Z'X unter Vernachlidssigung desjenigen Terms, der von der Storvariablen
abhéngig ist:

(2544) Py =@X)'2y.

Wie sich zeigen lasst, ist f v unter den Bedingungen (2.5.41) und (2.5.42) ein konsi-
stenter Schétzer fiir den Parametervektor . Substituiert man das dynamische Regressi-
onsmodell (2.5.43) in (2.5.44), so erhilt man

Brv =2 X)'Z(Xp+v)=p+(2Z'X)"'Z'v

Die Anwendung des Wahrscheinlichkeitslimes fiihrt zu

-1
plimﬁw = plim{[} + (IZ’XJ -lZ' v]
n n

n—oo n—>o

=B+ plim[l(Z'X)_l . 1Z’v}
n n

n—oo H

was aufgrund des Slutzky-Theorems in

p limf}lv =B+p lim{1 (Z'X)l} P lirn(1 VA Vj
n—oo n—oo 1 n—oo \ 11
tibergeht. Unter Verwendung der Bedingungen (2.5.41) und (2.5.42) erhilt man schlieB3-
lich
plimpry =Bp+Qzx 0=,

n—ow

womit die Konsistenz von Py, bewiesen ist.

Es ist jedoch schwierig, Variablen zu finden, die die Beziehung zwischen den zu erset-

zenden zeitlich verzogerten endogenen Variablen addquat wiedergeben. Bei unserem
Schétzmodell liegt es nahe, x,.; als Instrument fiir y, ; zu verwenden. Insbesondere bei

mehreren Variablen besteht auBerdem die Moglichkeit, an Stelle von x| die zeitlich
verzogerten Regressionswerte §,_; aus einer OLS-Schétzung als Instrumentvariable fiir
Y11 zu benutzen. y,_; hat die Eigenschaft, stark mit y, ; korreliert, aber symptotisch mit
der Storvariablen unkorreliert zu sein. Als Schitzwert involviert §,_; jedoch Zufalls-

schwankungen, die verhindern, dass der Small-Sample-Bias verschwindet. Bei k exo-
genen Variablen X,X,,...,Xy ist das Instrument ¥, ; durch

N A% Ak A A %
Vior =Bo +BiXp g FBaXo g oo B Xy 1
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gegeben. Mit den in der 1. Stufe ermittelten Regressionswerten §,_; erfolgt eine Para-

meterschitzung der dynamischen Regressionsgleichung
Vi =B +Box +B3Yig + Vi

in der 2. Stufe. Diese Vorgehensweise entspricht dem Prinzip der zweistufigen Methode
der kleinsten Quadrate. Fiir k=1 sind die Schétzer der Instrumente x,; und ¥, iden-
tisch. Allerdings ldsst sich zeigen, dass letztere Schitzfunktion fiir k>1 eine hohere Ef-
fizienz aufweist, da die Stirke des Zusammenhangs zwischen y,_; und y, ; zunimmt. In

der einfachen Beziehung
Ve =By + Vi

betrdgt die Varianz von fi

Var(ﬁ): o’ %

ZYt—IYt—l )
woran deutlich wird, dass die IV-Schitzung umso unsicherer wird, je schwécher die In-
strumentvariable mit der zu ersetzenden zeitlich verzogerten endogenen Variable kor-
reliert ist. Im Extremfall, wenn Zf/t_lyt_l =0 ist, strebt Var(ﬁ) gegen unendlich. Wie
Simulationsstudien jedoch ergeben haben, nimmt der Erklarungswert fiir k>2 meist nur
noch geringfiigig zu (vgl. Gaab, 1974, S. 31).

Der Vorteil der I[V-Methode liegt in der Einfachheit und anschaulichen Interpretations-
moglichkeit. Aulerdem sind keine Annahmen iiber den zugrunde liegenden St6rprozess
erforderlich. Simulationsstudien haben jedoch gezeigt, dass die Varianzen der IV-
Schitzungen bei kleinem und mittlerem Stichprobenumfang héufig recht grof3 sind, so

dass mit Effizienzverlusten gerechnet werden muss (vgl. Schonfeld, 1971, S. 92).

2.5.4 Das Almon-Verfahren

In einer Untersuchung der Verzégerungsstruktur zwischen Kapitalzuweisungen und In-
vestitionsausgaben hat Almon (1965) ein flexibles Verfahren zur Schitzung von Distri-
buted-Lag-Modellen vorgestellt, das in der angewandten Okonometrie eine groBe Be-

deutung erlangt hat. Bei diesem Verfahren wird vorausgesetzt, dass der Einfluss der
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unabhingigen Variablen x auf die abhidngige Variable y nicht unbegrenzt ist, sondern

nach s Perioden verschwindet:
(2.545)  yi=a+PBox; +P X+ FBX g F U
Da der Gesamtlag von s Perioden vor allem bei unterjdhrigen Daten im Allgemeinen

recht groB} sein wird, ist eine direkte Schitzung von (2.5.45) aufgrund des Multikolli-

nearitdtsproblems zu umgehen. Im Almon-Verfahren werden die Reaktionskoeffizienten
B; daher durch ein Lag-Polynom r-ten Grades, r<s, approximiert 47:

(2.5.46) P, =ag+a,-i+a,-i°+..+a,-i", i=012..,s .

Aufgrund dieser Darstellung spricht man beim Almon-Verfahren auch von einer poly-
nominalen Lag-Verteilung. Vorteile gegeniiber dem direkten Ansatz ergeben sich nur
dann, wenn der Polynomgrad r wesentlich kleiner als der Gesamtlag s ist.

Direkt geschétzt werden nicht die Reaktionskoeffizienten B;,1=0,1,2,...,s, sondern die

Lag-Koeffizienten a,, k =0,1,2,...,r. Substituiert man (2.5.46) aus diesem Grund in
das Distributed-Lag-Modell (2.5.45), so erhdlt man

T T T
Yt = a+aoxt +[ao +Zaijt_1 +{ao +szaijt_2 +...+[ao +ZskakJXt_s +ut

k=1 k=1 k=1

und nach geeigneter Umstellung

S S r
_ -k
Ye=o+ag ) X+ diapx
i=0 i=1k=1

S T S
Kk
(2.5.47) =a+ag) X+ a0 X +u,
i=0 |
S S S 2 S
=o+ag Y X+t iX a2 1 X Feta, )i X+,
i=0 i=1 i-1 i=1

Die r+1 Grofen
S S S By S
B Ry Ry o
Zot = th—i L1t = Zl Xt-i-Z22t = Zl XteiseenZyt = 21 Xt-i
i=0 i=0 i=0 i=0

sind nun die unabhéngigen Variablen im polynomialen Lag-Modell,

(2548) yi=a+ayzg +ajzy; +aZy +...+a,Z4 +U,

47 Grundlage fiir diese Formel ist ein Theorem von Weierstrass, nachdem jede stetige Funktion inner-

halb eines geschlossenen Intervalls mit beliebiger Genauigkeit approximiert werden kann.
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das mit der OLS-Methode geschitzt werden kann. Wenn OLS-Schitzwerte fiir die Lag-
Koeffizienten a, a;,...,a, vorliegen, konnen die Reaktionskoeffizienten f3; {liber die Be-

ziehung (2.5.46) berechnet werden.

Um die Reaktionskoeffizienten B; auf Signifikanz testen zu konnen, wird die Kovari-
anzmatrix der Lag-Koeffizienten a; benétigt. Aus diesem Grund bietet sich die Ver-
wendung der Matrizennotation fiir das Almon-Verfahren an. Das Distributed-Lag-

Modell mit einem Gesamtlag von s lautet dann

2549) y=0e+Xp+u

mit
e = (1 1 1),
y = (v v ey )
B = (@ B, B - B
u = (ul u, un)"
und
|_X1 Xo X Xl—s-l
Xo|® X X Xl
.Xn .Xn—l .Xn—2 .Xn—sJ

Der Vektor der Reaktionskoeffizienten P lasst sich unter Beachtung von (2.5.46) in der

Form

(2550) Pp=H-a

mit
1 0 o0 0]
1 1 1 1
H=|1 2! 2? 2"
|1 st 2 s" |
und a=(aga;..a)

darstellen. Substituiert man nun f in (2.5.49) durch (2.5.50), so ergibt sich

y =oe+ X(Ha)+u
=oe+(XH)a+u
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und mit

Z=XH

schlieBlich die Schitzgleichung

(2551) y=0e+Za+u

des Almon-Verfahrens.

Der OLS-Schitzer fiir den Vektor a der Lag-Koeffizienten lautet
a=(z'z)'z2y ,

so dass der OLS-Schitzer fiir  von der Form

(2552) Pp=Ha=H(Zz'Z)'zZy

ist. Die Kovarianzmatrix von a ist durch

(2.5.53)  Cov(a)=oi(z'2)"

gegeben. Zur Bestimmung der Varianzen der Reaktionskoeffizienten ist zu beachten,
dass die f; lineare Funktionen der Lag-Koeftizienten a, sind, die sich in der Form

B; =hia, i=012,.,s

darstellen lassen mit h; als (i+1)-ter Zeile von H. Mithin erhélt man
Var(B;) = Var(h;a) = h', Var(a)h,

und unter Beriicksichtigung von (2.5.53) schlieSlich

(2.5.54) Var(fsi ): o2h;(2'Z) 'h; .

Unter Verwendung dieser Beziehung lassen sich die Reaktionskoeffizienten mit dem

bekannten t-Test auf Signifikanz tiberpriifen.

Bei der Anwendung der Almon-Schitztechnik ist es erforderlich, sowohl die Lange der
Verzogerung als auch den Grad des Lag-Polynoms festzulegen. Da die 6konomische
Theorie hieriiber kaum eine Aussage machen kann, sind in der Regel hierzu statistische
Kriterien heranzuziehen. Wegen der schnell zunehmenden Multikollinearitdt kommt als
Néherungsfunktion ein Polynom héheren als dritten oder vierten Grades wohl kaum in
Betracht. Man kann daher unterschiedliche Verzogerungslingen fiir alternative Poly-
nomgrade vorgeben und die Wahl an Hand des korrigierten Bestimmtheitsmaf3es unter

Berticksichtigung der Signifikanz der Reaktionskoeffizienten treffen. Vom Unter-
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suchungsgegenstand aus betrachtet ist es entscheidend, ob die ermittelten Reaktions-
koeffizienten die theoretisch erwartete Verzogerungsstruktur widerspiegeln. So miissen
insbesondere alle B;-Koeffizienten das gleiche Vorzeichen besitzen und der Summen-
koeffizient darf hiufig nicht den Wert Eins tiberschreiben. Gerade die Flexibilitdt des
Almon-Modells ermoglicht es dem Forscher, ohne zu viel restriktive Vorgaben dynami-

sche Hypothesen einem empirischen Test zu unterziehen.
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Aufgaben

(2.5.1)  Erlautern Sie den Begriff der verteilten Verzogerung anhand der Investiti-
onstitigkeit der Bauwirtschaft!

(2.5.2)  Was versteht man unter einem exogen-dynamischen Regressionsmodell und
welche Schitzprobleme birgt es?

2.5.3) Skizzieren Sie anhand des in Aufgabe (2.5.1) genannten Beispiels den Unter-
schied zwischen dem ,,impact multiplier” und ,,total multiplier*!

(2.5.4)  Geben Sie die Lag-Polynom-Darstellung des Modells
Yo =0+PoX +P1X g +Poxp +P3x 3 +uy an!

2.5.5) Wie lésst sich die Koyck-Transformation eines exogen-dynmamischen Re-
gressionsmodells in ein endogen-dynamisches Regressionsmodell der Form
yi =P +PB1X¢ +Boy¢1 + v, inhaltlich kldren?

(2.5.6)  Zeigen Sie, wie sich die Habit-Persistence-Hypothese
Ci=PBo+Bry +B2Cy + vy
aus der Hypothese der partiellen Anpassung ableiten ldsst!

2.5.7) Schitzen Sie die in Aufgabe (2.5.6) wiedergegebene Habit-Persistence-
Hypothese (Daten s. Beispiel 2.1.1) unter Verwendung der OLS-Methode!
Welche Folgerungen hinsichtlich der Schétzeigenschaften lassen sich aus
dem Durbin-h-Test ziehen?

(2.5.8)  Wie groB sind die kurz- und langfristigen Einkommenselastizitdten des pri-
vaten Konsums auf der Basis der partiellen Anpassungshypothese unter
Verwendung der in Aufgabe (2.5.7) ermittelten Schétzergebnisse?

2.5.9) Bestimmen Sie fiir die in Aufgabe (2.5.7) 6konometrisch geschitzte Kon-
sumfunktion der Medianlag und mittleren Anpassungslag (Interpretation)!

(2.5.10) Welche Grundidee einer 6konometrischen Schitzung von Distributed-Lag-

Modellen steht hinter dem Almon-Verfahren?
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2.6 Modelle mit qualitativen Variablen

2.6.1 Vorbemerkungen

Okonomische Variablen sind in ihrer iiberwiegenden Mehrzahl quantitativ, so dass bei
den 6konometrischen Modellen zunichst einmal auf diese Variablenart abgestellt wor-
den ist. Aus verschiedenen Griinden haben jedoch Regressionsmodelle mit qualitati-
ven Variablen in der Okonometrie einen festen Stellenwert. Als exogene Variablen
kommen qualitative GroBen einerseits dann in Betracht, wenn in 6konomischer Hinsicht
Verhaltensunterschiede zwischen verschiedenen Personengruppen zu erwarten sind. So
ist z.B. ein unterschiedliches Konsum- und Sparverhalten in den verschiedenen sozialen
Schichten der Bevolkerung bekannt. Bei bestimmten Produkten ist z.B. mit einem un-
terschiedlichen Kaufverhalten von Frauen und Minnern zu rechnen. Qualitative
Regressoren, die bei einer 6konometrischen Analyse beriicksichtigt werden miissten,
sind hier die soziale Schicht und das Geschlecht. Diese Art von qualitativen Variablen,
die man als Dummy-Variablen bezeichnet, kommt in der Regel nur bei Querschnitts-
analysen vor. Bei unterjahrigen Zeitreihendaten sind dagegen gelegentlich saisonale

Einfliisse durch Dummy-Variablen zu modellieren.

Mit einem Strukturbruchtest kann tiberpriift werden, ob das 6konometrische Modell
im gesamten Beobachtungszeitraum dieselbe Struktur besitzt. Nach bestimmten wirt-
schaftlichen Ereignissen wie z.B. einem Olpreisschock oder dem Aufkommen von Fi-
nanzinnovationen kann sich das Verhalten der Wirtschaftssubjekte grundlegend dndern,
so dass sich eine Unterteilung des Beobachtungszeitraumes als erforderlich erweist. Die
Einordnung von Strukturbruchtests unter dieser Rubrik ergibt sich daraus, dass er prin-
zipiell in Form einer Dummy-Variablen in einem Skonometrischen Modell beriicksich-

tigt werden kann.

Wiéhrend qualitative Regressoren durch ein entsprechendes "Design" der Beobach-
tungsmatrix X in ein multiples Regressionsmodell einbezogen werden konnen, sieht die
Situation bei einer qualitativen endogenen Variablen vollig anders aus. Wenn z.B. die
Kaufwahrscheinlichkeit fiir ein Produkt in Abhéngigkeit bestimmter Einflussgrofien er-
klart werden soll, liegt eine qualitative abhingige Variable vor, die bei einem Kauf des
Produkts durch eine Person oder einen Haushalt den Wert Eins und bei einem Nicht-

Kauf den Wert Null annimmt. Eine 6konometrische Analyse basiert hier auf sog. Logit-
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oder Probitmodellen, da die Schitzung von Anteilswerten Probleme aufwirft. Wie sich
zeigen wird, konnen die klassischen Annahmen des multiplen Regressionsmodells bei
okonometrischen Modellen mit einer qualitativen abhéngigen Variablen nicht mehr vor-

ausgesetzt werden.

2.6.2 Qualitative Regressoren

Obwohl 6konomische Variablen, die zur Erklidrung eines Tatbestandes in Betracht
kommen, tiberwiegend quantitative GroBen sind, liegt bei bestimmten Phdnomenen ein

qualitativer Einfluss vor. Wir wollen die Behandlung derartiger qualitativer Einfliisse
anhand einer einfachen Nachfragefunktion aufzeigen, bei der die Nachfrage q; nach ei-

ner bestimmten Gtiterart in Abhéngigkeit von den Gesamtausgaben x; modelliert wird:
(2.6.1) q; =Bo +B1x; +u; .

Die Stérvariable u; soll darin den klassischen Annahmen des Regressionsmodells ge-
niigen. Eine Vernachldssigung des Preises der betrachteten Giiterart und der Preise kon-
kurrierender Giiter ist z.B. bei einer Querschnittsanalyse immer dann zuldssig, wenn die
Preise innerhalb der Erhebungsperiode im Wesentlichen konstant bleiben. Je nach der
Giiterart kann jedoch ein Einfluss des Geschlechts auf die Nachfrage vorliegen. So ist
z.B. bei Kosmetikartikeln zwischen weiblichen und ménnlichen Personen ein unter-
schiedliches Nachfrageverhalten zu erwarten.

Wie kann nun der Einfluss der qualitativen Variablen Geschlecht in der Nachfrage-
analyse beriicksichtigt werden? Wir definieren hierzu eine Dummy-Variable g;, die den

Wert 1 bei einer weiblichen und den Wert 0 bei einer minnlichen Erhebungseinheit t

annimmt:

3 1, fallsFrau
8= 0, fallsMann.

Die Nachfragefunktion (2.6.1) lautet dann bei einer Erweiterung um den qualitativen

Regressor Geschlecht
(2.6.2) Qe =Po +Bix¢ +Pag +uy .
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Bei acht Erhebungseinheiten mit der Reihenfolge 2x weiblich, 1x minnlich, 1x weib-
lich, 3x ménnlich, 1x weiblich beim Merkmal Geschlecht hitte die Beobachtungsmatrix
X folgende Gestalt:

X
X2
X3
X4
Xs
X6
X7
Xg

— e e e ek e e

—_—0 O O = O = -

Es ergibt sich somit ein ganz bestimmter Aufbau oder Design der Beobachtungsmatrix
X, so dass man sie bei der Einbeziehung qualitativer Variablen gelegentlich auch als

Designmatrix bezeichnet. 48

Eine Interpretation des Einflusses des qualitativen Regressors Geschlecht erhélt man,
indem man die Nachfragefunktion (2.6.2) getrennt fiir mannliche und weibliche Perso-

nen betrachtet:

fiir ménnliche Personen: q; =Bg +P;X; +u;

fiir weibliche Personen: q, = (BO +B5 )+ Bixi +u; .

Die Einbeziehung der qualitativen Variablen Geschlecht bewirkt eine Parallelverschie-
bung der Nachfragefunktion (N), was in Abbildung 2.6. 1 fiir den Fall $, >0 darge-
stellt worden ist. Die Dummy-Variable misst in diesem Fall die bei gegebenen Gesamt-
ausgaben groBere Nachfrage der Frauen im Vergleich zu Minnern nach der betrachteten
Giterart.

48 Der Begriff der Designmatrix, der aus der kategorialen Datenanalyse (Varianzanalyse, kategoriale

Regressionsanalyse) stammt, wird jedoch in der Okonometrie weniger hiufig verwendet, da in 6ko-
nometrischen Modellen in der Regel nicht ausschlie8lich qualitative Regressoren verwendet werden.
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Abbildung 2.6. 1: Verschiebung der Nachfragefunktion

q

N (weibl. Personen)

Bo+h
0T N (méannl. Personen)

Die Schitzung eines Regressionsmodells mit qualitativen Regressoren kann mit der ge-
wohnlichen Methode der kleinsten Quadrate erfolgen. Der OLS-Schétzer fiir §, kann
mit dem t-Test in der {iblichen Form auf Signifikanz gepriift werden. Ein signifikantes
Testergebnis bedeutet z.B. im Falle der Nachfragefunktion, dass ein unterschiedliches
Nachfrageverhalten zwischen Frauen und Ménnern in Bezug auf die betrachtete Gliter-
art statistisch gesichert ist. Zu beachten ist allerdings, dass die Nachfragefunktion
(2.6.2) implizit die Hypothese einer gleichen marginalen Konsumneigung enthilt, da
der Regressionskoeffizient ; in beiden Personengruppen als gleich angesehen wird.
Mit dem 6konometrischen Modell (2.6.2) ldsst sich allein die Relevanz einer Parallel-

verschiebung der Nachfragefunktion tiberpriifen.

Gegeniiber einer separaten Schétzung der Nachfragefunktion fiir beide Personengruppen
hat der Dummy-Variablenansatz den Vorteil einer groferen Anzahl von Freiheits-
graden, die die Schitzer zuverldssiger werden lassen. Die Mdoglichkeit einer unter-
schiedlichen marginalen Konsumneigung kann durch das 6konometrische Modell
(2.6.3) Qe =Po +Bix¢ +Pox g +uy

erfasst werden. In diesem Fall, der in Abbildung 2.6. 2 fiir B, >0 dargestellt worden
ist, gibt B, die hohere oder geringere marginale Konsumneigung der weiblichen gegen-
iiber den médnnlichen Nachfragern wieder:

fiir ménnliche Personen: q; =By + P x; +u;

fiir weibliche Personen: q; =B + ([31 + [52)xt +ug .
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Natiirlich ist es ebenfalls moglich, beide Verhaltensunterschiede zwischen den Perso-

nengruppen in einem 6konometrischen Modell zu erfassen.

Abbildung 2.6. 2: Verinderung der marginalen Konsumneigung

q

N (weibl. Personen)

N (méannl. Personen)

Bo

Anhand einer qualitativen Variablen mit drei Auspragungen wollen wir allgemein die
Einbeziehung von qualitativen Regressoren in Okonometrischen Modellen erértern.
Hierzu wird die Nachfrage nach einer Giiterart neben den Gesamtausgaben in Abhdn-
gigkeit von der sozialen Stellung eines Haushalts betrachtet. Wenn man nun fiir jede der
drei Kategorien der sozialen Stellung (s) eine Dummy-Variable einfithren wiirde, dann

lautete die Nachfragefunktion
qp =Po +PBrx¢ +Posy +PB3sa +Pasz +uy
mit

1, falls soziale Stellung h
= , h=123.

0, sonst

Damit wiirde sich z.B. bei 8 Haushalten folgendes Design der Beobachtungsmatrix X
ergeben:
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X1
X2
X3
X4
Xs
X6

X7

L T T S S S S
S = = O = O O O
—_ o O = O O o =

S O O O O = = O

Xg

Der erste Haushalt liegt hinsichtlich der sozialen Stellung in der zweiten Kategorie, der
zweite und dritte Haushalt in der dritten Kategorie, usw. Bei diesem Design ergibt die

Summe der drei letzten Spalten genau die erste Spalte:
Spalte 1 = Spalte 3 + Spalte 4 + Spalte 5 .

Die Spalten der Beobachtungsmatrix, die die Variablenwerte enthalten, sind daher nicht
linear unabhéngig. Der Rang der Beobachtungsmatrix X ist um Eins niedriger als die
Anzahl ihrer Spalten, was zur Folge hat, dass die Produktmatrix X'X nicht invertierbar
ist. Der OLS-Schétzer ﬁ lieBe sich bei einem derartigen Design folglich nicht ermitteln.

Aus diesem Grund muss bei der Einbeziehung eines qualitativen Regressors in ein 6ko-
nometrisches Modell wie folgt verfahren werden. Bei einem qualitativen Regressor mit
h Kategorien diirfen nur h—1 Dummy-Variablen gebildet werden. In unserem Beispiel
konnte man z.B. fiir die Kategorien 2 und 3 der sozialen Stellung jeweils eine Dummy-
Variable bilden,

1, fallssoziale Stellung 2
S2t = 0
, sonst

und

{1, falls soziale Stellung 3
Sy =
0, sonst,
womit die Nachfragefunktion

Qi =Po +Bix¢ +Pasy +PBasz +uy

lautet. Daraus ergibt sich ein Design der Beobachtungsmatrix X, das eine Bestimmung
des OLS-Schiitzers f der unbekannten Regressionskoeffizienten ermoglicht. Fiir die be-

trachteten Haushalte nimmt die Beobachtungsmatrix die Gestalt
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X1
X2
X3
X4
Xs
X6

X7

T T S e e S S
— o O = O O O =

S O O O O = = O

Xg

an, die keine lineare Abhingigkeit zwischen den Spalten der Dummy-Variablen und der

Spalte der Scheinvariablen mehr enthilt.
Die Interpretation der Koeffizienten f, und B; geht aus der separaten Darstellung der
Nachfragefunktion iiber die drei Kategorien der sozialen Stellung hervor:

fiir soziale Stellung 1: q; =By +Bx; +u;
fiir soziale Stellung 2: q, = ([30 +By )+ Byx, +u,
fiir soziale Stellung 3: q, = ([30 +B3)+let +u, .

Die Regressionskoeffizienten f, und ; messen also die Mehr- oder Mindernachfrage

eines Haushalts in der zweiten bzw. dritten Kategorie der sozialen Stellung gegeniiber
einem Haushalt in der ersten Kategorie. Die soziale Stellung 1 dient hier somit als Refe-
renzgrofe. Alternativ hitte natiirlich auch die soziale Stellung 2 oder 3 als Referenz-
grofle verwendet werden konnen, was bei der Interpretation entsprechend zu beachten
1st.

Dummy-Variablen werden in 6konometrischen Modellen héufig bei unterjdahrigen Da-
ten verwendet, um saisonale Einfliisse zu beriicksichtigen. Prinzipiell erfolgt die Model-
lierung genauso wie bei den hier betrachteten qualitativen Variablen. Bei Quartalsdaten
sind z.B. 3 und bei Monatsdaten 11 Dummy-Variablen zu bilden. Die Regressionskoef-
fizienten der Dummy-Variablen geben hierbei die saisonalen Ausschldge in den Ein-

heitsperioden gegeniiber einem Referenzquartal oder -monat wieder.
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2.6.3 Strukturbruchtest

In einer Volkswirtschaft treten von Zeit zu Zeit Ereignisse auf, die ihre Struktur in be-
stimmter Hinsicht dauerhaft verindern. Nach einem Krieg, einem Olpreisschock, Basis-
innovationen oder einer ordnungspolitischen Grundsatzentscheidung konnen die wirt-
schaftlichen Rahmenbedingungen eine neue Orientierung erfahren haben, die nicht ohne
Einfluss auf die Strukturparameter eines 6konometrischen Modells zu bleiben braucht.

Wenn dies der Fall ist, spricht der Okonometriker von einem Strukturbruch. Vor dem
Strukturbruch in der Periode n;+1 hatte das konometrische Modell

k
2.64)  y =Y Bi-xj+u, t=12...n
=1
Giiltigkeit; danach hat das Modell die Form
k
(2.6.5  y =B} -xj+u, t=n+Ln +2..n.
=1

Fiir den gesamten Beobachtungszeitraum kann das 6konometrische Modell unter Ver-
wendung zweier Dummy-Variablen d; und d,, die dem Strukturbruch Rechnung tragen

sollen, wie folgt formuliert werden:
SHY 2

(26.6)  y = Bi-xj-dy+ ) Bi-xjdy +ug, t=12,.n
il il

mit
1 firt=1,2,...,n,
0 firt=n+l,n+2,..,n

und

4 = 0 firt=12,..n,
* |1 fiir t=n,+1, n,+2, .., n.

Auf diese Weise wird der Tatsache Rechnung getragen, dass sich bei einem Struktur-

bruch alle Regressionskoeffizienten verdndern konnen.

Der Okonometriker hat nun zu beurteilen, ob ein bestimmtes Ereignis tatsichlich zu ei-
nem Strukturbruch gefiihrt hat oder nicht. Es ist also zu testen, ob sich die ¢kono-

mischen Randbedingungen in einem Ausmal} gedndert haben, das es nicht mehr erlaubt,
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von einer Konstanz der Strukturparameter des 6konometrischen Modells iiber den ge-
samten Beobachtungszeitraum auszugehen. Ein statistischer Test, der eine Aussage tiber
diesen Tatbestand ermoglicht, ist von Chow (1960) entwickelt worden.

Bei dem Chow-Test sind drei Regressionen durchzufithren. Zum einen werden die Reg-
ressionsgleichungen (2.6.4) und (2.6.5) fiir die Teilperiode vor und nach dem Struktur-
bruch geschitzt. Hieraus erhilt man die beiden Quadratsummen der Residuen in den

beiden Teilperioden:

0
vor dem Strukturbruch:  Q; = Zﬁ% mit n; —k Freiheitsgraden
t=1

n
nach dem Strukturbruch: Q, = z ﬁtz mit n, —k Freiheitsgraden .
t=n;+1

AuBlerdem wird die Regressionsgleichung

k
(2.6.7) Y= Bj-xj+u, t=12..n

j=1
fiir die gesamte Beobachtungsperiode geschitzt, die zu folgender Quadratsumme der
Residuen fiihrt:

n
Q= z 42  mit n-k Freiheitsgraden .
t=1

Bei einer Stabilitit der Strukturparameter im Beobachtungszeitraum ist zu erwarten,
dass sich die Modellanpassung nicht entscheidend verbessert, wenn man die beiden
Teilperioden vor und nach einem vermuteten Strukturbruch separat betrachtet. Die

Quadratsumme Q der Residuen wird dann nicht wesentlich groBer sein als die beiden
Quadratsummen Q; und Q, zusammen genommen. Falls sich die Strukturparameter da-

gegen bedeutsam verdndert haben, wird die Residualquadratsumme Q dagegen die bei-
den Quadratsummen Q; und Q, merklich tibersteigen.

Darin liegt die Ratio des Chow-Tests der Nullhypothese

(2.68)  Hypj=p] firallej=12,. k.

Die PriifgroBe des Tests ist durch das Verhiltnis der Differenz der Abweichungsquad-
ratsummen Q —(Q; +Q, ) und der Summe der Abweichungsquadratsummen Q; +Q,

nach Division durch die Anzahl der Freiheitsgrade gegeben:
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[Q-(Q,+Q,)] / k

2.69 F= .
(269 (Q +Q,) / (n—2k)

Die Anzahl der Freiheitsgrade der Zihler- und Nennergrofie ergibt sich darin aus denen

der beteiligten Quadratsummen:
(n—k)- [(nl —k)+(n,y - k)] =k (fur ZahlergroBe)
und

(n; —k)+(n, —k)=n—-2k (fur Nennergrofie) .

Auf einem Signifikanzniveau a ist die Nullhypothese abzulehnen, wenn die Priifgro3e F
das (1-o)-Quantil Fy ;..o der F-Verteilung mit k und n-2k Freiheitsgraden iiber-

schreitet.

F>Fn_oki-q = Hp ablehnen .

Die Differenz zwischen den Residualquadratsummen fiir den gesamten Beobachtungs-
zeitraum und den beiden Teilzeitraumen vor und nach dem vermuteten Strukturbruch
lasst sich dann nicht mehr als zufillig betrachten. Vielmehr wird sie auf unterschied-
liche Strukturparameter in den beiden Teilzeitrdumen zuriickgefiihrt. Aufgrund des
Testergebnisses ist dann davon auszugehen, dass im Beobachtungszeitraum tatséchlich
ein Strukturbruch vorliegt.

Beispiel 2.6. 1: Fiir 1975 gab die Deutsche Bundesbank erstmals eine Zielvorgabe in
Bezug auf die Zentralbankgeldmenge bekannt. Die Zentralbankgeldmenge und spiter
die Geldmenge M3 losten seitdem die freien Liquiditétsreserven und das Zinsniveau als
Indikatoren und Zwischenzeile der Geldpolitik ab. Es stellt sich die Frage, ob die Um-
orientierung in der Geldpolitik Auswirkungen auf die Geldnachfrage im Sinne eines
Strukturbruchs gezeitigt hat, was hier mit Hilfe des Chow-Tests beispielhaft gepriift

werden soll.

Ausgangspunkt ist hierbei die in Beispiel 2.1. 2 OLS-geschitzte Geldnachfragefunktion
fiir den gesamten Beobachtungszeitraum von 1970 bis 1989 49,

49 Das hier prisentierte Schitzergebnis, das mit dem Programm EViews ermittelt worden ist, weicht

rundungsbedingt mit den in den Beispielen 2.1.2 und 2.2.3 manuell berechneten Werten geringfiigig
ab.
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Inm, =-4,741+ 1,424 -Iny, — 0,077 -Inr,,
(-10,900) (24,903) (~4,076)

R?=0978, DW =1192,

fiir die die Residuenquadratsumme Q den Wert 0,014855 annimmt. Fiir den Zeitraum
von 1970 bis 1974 vor dem zu tiberprifenden Strukturbruch fiihrt eine OLS-Schitzung
zu der numerisch spezifizierten Geldnachfragefunktion

A

Inm; =-2,267+1,090-Iny, — 0,098 -Inr,,
(-2,497)  (8,552) (-4,327)

R? =0,974, DW =2,932,

wihrend sich fiir den Zeitraum von 1975 bis 1989 die Geldnachfragefunktion

A

Inm; =-5,637+ 1,544 -Iny, — 0,080 -Inr,,
(-8.385) (17.079) (-3,504)

R? =0,961, DW =1323,

ergibt. Die hiermit verbundenen Residualquadratsummen lauten Q; =0,000321 und
Q; =0,010708 . Mit k=3 und n=20 nimmt die Prifgrofe des Chow-Tests den Wert

- [Q-(Q, +Q,)J/K  [0,014855—(0,00032 +0,10708)]/3
(Q,+Q,)/(n-2k)  (0,000321+0,010708)/(20—2-3)
. 0,001275

=————=1,631
0,000788

an. Fir ein Signifikanzniveau von 5% ist dieser Wert mit dem kritischen Wert

Fs.4.0,05 =3,34

einer F-Verteilung mit 3 Freiheitsgraden des Zahlers und 14 Freiheitsgraden des Nen-

ners zu vergleichen. Wegen

(F=1,631) < (Fy; 14005 = 3.34)

kann die Nullhypothese H|, :[3} = [SJZ fiir j=1,2,3 nicht abgelehnt werden, was bedeutet,

dass mit dem Wechsel der geldpolitischen Strategie nicht zugleich auch ein Struktur-
bruch in Bezug auf das Geldnachfrageverhalten des Publikums nachgewiesen werden

kann. .
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2.6.4 Qualitative abhédngige Variablen

2.6.4.1 Qualitative Wahlhandlungsprobleme

Die 6konomische Theorie zielt hauptsdchlich darauf ab, das Niveau einer abhidngigen
Variablen durch eine oder mehrere Einflussgrolen zu erkldaren. An dieser Zielsetzung
hat sich schwerpunktmédBig die Entwicklung 6konometrischer Methoden orientiert. Bei
einem Vorliegen qualitativer Regressoren kann das okonometrische Instrumentarium
ohne weiteres tibernommen werden, sofern ihre Effekte korrekt in der Beobachtungs-
oder Designmatrix X berlicksichtigt werden. Eine andere Situation ergibt sich, wenn
O6konomische Wahlhandlungen zu erkldren sind. Wie ldsst sich z.B. die Entscheidung
eines Individuums, seine Arbeitskraft anzubieten, 6konomisch deuten? Welche Ein-
flussgrofen sind mafBgeblich fiir den Entschluss eines Konsumenten fiir den Kauf oder
Nichtkauf eines Produkts? Wodurch kann die Wahl eines bestimmten Verkehrs- oder
Transportmittels 6konomisch erklart werden? In all diesen Problemstellungen hat die zu
erklidrende Variable kein metrisches Messniveau, sondern diskrete Auspriagungen. Man
spricht dann von qualitativen Wahlhandlungsmodellen (qualitative choice models
oder quantal choice models), auf die die klassischen 6konometrischen Methoden nicht

von vornherein anwendbar sind.

Qualitative Wahlhandlungsmodelle tragen zu einer Mikrofundierung der 6konomischen
Theorie bei. Sie setzen in der Regel Mikrodaten voraus, die z.B. aus Unternehmens- und
Verbraucherbefragungen stammen konnen. Die typischen Anwendungen zielen auf eine
Querschnittsanalyse der Mikrodaten ab, wenn auch speziellen Fragestellungen durchaus
im Rahmen einer Léngsschnittanalyse nachgegangen werden kann. Wir stellen hier die
bindren Wahlhandlungsmodelle vor, bei denen es um die 6konomische Erkldarung von
zwei Alternativen wie z.B. Kauf oder Nichtkauf geht. Eine Verallgemeinerung bilden
die multinomialen Wahlhandlungsmodelle, bei denen die zu erkldrende Variable mehr
als zwei diskrete Ausprdagungen hat. Methodisch treten dadurch jedoch keine zusétz-

lichen Probleme auf, weshalb auf ihre Behandlung hier verzichtet wird.
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2.6.4.2 Lineares Wahrscheinlichkeitsmodell und Logit-Modell

Zum Zwecke einer 6konometrischen Modellierung von Wahlhandlungen betrachten wir
eine dichotome abhéngige Variable Y, die z.B. bei dem Kauf eines Produkts oder dem
Angebot seiner Arbeitskraft den Wert 1 und bei einem Nichtkauf oder fehlender Bereit-
schaft zu einer Arbeitspartizipation den Wert 0 annimmt. Wéhrend die Kaufentschei-
dung z.B. vom Einkommen, dem Konsumentenzinssatz, dem Geschlecht und der sozia-
len Stellung beeinflusst werden kann, sind z.B. der Lohnsatz und das Geschlecht
malgebliche Determinanten fiir eine Entscheidung {iber die Erwerbstétigkeit einer Per-
son. Allgemein gibt der kx1-Vektor x, die Werte der erkldrenden GroBen, unter denen
sich auch Dummy-Variablen befinden konnen, fiir die t-te statistische Einheit wieder.
Da z.B. die Kaufentscheidung nicht als deterministisch angesehen werden kann, muss
der Tatsache Rechnung getragen werden, dass ein Konsument mit einem hohen Ein-
kommen ein bestimmtes Produkt kauft, wohingegen sich ein anderer Konsument mit ei-
nem vergleichbar hohen Einkommen fiir einen Nichtkauf entscheidet. Wenn das Ein-
kommen jedoch eine substantielle Einflussgrofe ist, so muss bei einem nicht inferioren
Gut die Kaufwahrscheinlichkeit ceteris paribus mit zunehmendem Einkommen steigen.
Bei einem Wahlhandlungsmodell wird die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich ein Wirt-

schaftssubjekt z.B. fiir den Kauf eines Produkts oder eine Partizipation am Erwerbs-
leben entscheidet, durch die Einflussgrofien x;,X,,...,x; erklart:

P(Yt = 1):pt = F(ﬁ'Xt),t =12,...,n

mit

und

B:(Bl Bz Bk)"

Der Vektor B enthilt die unbekannten Parameter des Wahlhandlungsmodells, denen in
Abhingigkeit von der Spezifikation der Verteilungsfunktion F eine unterschiedliche In-
terpretation zukommt. In der Regel ist x; eine Scheinvariable (x;=1 fiir alle t), so dass

der Parameter B; das absolute Glied bezeichnet.

Im einfachsten Wahlhandlungsmodell veridndert sich z.B. die Kaufwahrscheinlichkeit
linear mit einer Verdnderung der Einflussgroen. Man erhélt das lineare Wahrschein-

lichkeitsmodell, in dem als Basisverteilung eine Gleichverteilung unterstellt wird:
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Pt = F(let): B'x, .

Die GroBe p; gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass ein betrachtetes Ereignis wie
z.B. der Kauf eines Produkts realisiert wird. Dann lésst sich p, jedoch gleichzeitig als
Erwartungswert der Zufallsvariablen y, interpretieren:

(2.6.10)  E(y)=p, =P'x, .
Die Zufallsvariable y; setzt sich demnach aus der systematischen Komponente p, und

einer StorgroBe u, zusammen, die den moglichen Abweichungen zwischen den beo-

bachteten und erwarteten Wahlhandlungsentscheidungen der Individuen Rechnung

tragt:
2.6.11)  y,=p;+u,=p'x;+u,.
Da y, nur die Werte 1 und 0 annehmen kann, folgt u, einer Zweipunktverteilung, die aus
der folgenden Tabelle ersichtlich ist:
Yt ‘ Uy ‘ P(u,)
L 1=p'x; | B'xq
0 | =B'x¢ [ 1-PB'x,
Man erkennt unmittelbar, dass der Erwartungswert von u, gleich Null ist:

E(ut): (I_B'Xt)ﬁ'xt _B'Xt(l_ﬁ'xt): 0.

Die Varianz der StorgroBe ist damit durch

Var(u,)= E(u? )= (1-B'x, ) Bx, +(B'x, )} (1-B'x,)
= (1-p'x B'x,[(1-B'x )B'x,]
= (l —[i'xt)[i'xt

gegeben. Aufgrund der Abhéngigkeit der Varianz von den Beobachtungen x, sind die

Storterme u, heteroskedastisch.

Dass das lineare Wahrscheinlichkeitsmodell Interpretationsprobleme aufwerfen kann,
wird bereits daran deutlich, dass z.B. bei einer OLS-Schitzung der Regressions-
gleichung (2.6.11) im allgemeinen nicht gewéhrleistet ist, dass die systematische Kom-
ponente im (0, 1)-Intervall liegt. Eine Interpretation als Wahrscheinlichkeit fiir das be-
trachtete Ereignis wire dann nicht mehr ohne weiteres moglich. Eine OLS-Schitzung
des linearen Wahrscheinlichkeitsmodells ist allerdings aufgrund der Heteroskedastizitét
der Storgrofle gar nicht addquat. Im Gegensatz zum multiplen Regressionsmodell bei
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quantitativen zu erkldrenden Variablen weill man beim linearen Wahrscheinlichkeits-
modell von vornherein, dass die Varianz der Stérgr6Be von den konkreten Werten der
exogenen Variablen abhingt. Die Annahme der Homoskedastizitdt ist beim linearen
Wahrscheinlichkeitsmodell damit stets verletzt. Da nicht gesichert ist, dass die systema-
tische Komponente im (0, 1)-Intervall liegt, konnen sich unter Umstinden auflerdem
negative Schitzwerte fiir die Varianz der StorgroBe ergeben, womit z.B. ein Signifi-

kanztest nicht mehr sinnvoll durchgefiihrt werden kénnte.

Nicht unproblematisch ist aulerdem die beim linearen Wahrscheinlichkeitsmodell un-
terstellte Annahme einer identischen Zunahme der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses
auf einen Impuls der exogenen Variablen unabhingig von ihrem realisierten Niveau.
Denn man kann sich vorstellen, dass sich z.B. Einkommensénderungen auf sehr niedri-
gem oder sehr hohem Niveau anders auf die Kaufwahrscheinlichkeit auswirken als
gleichwertige Verdnderungen in den mittleren Einkommensbereichen. Eine derartige Si-
tuation liegt z.B. oft bei Entscheidungen {iber den Kauf dauerhafter Gebrauchs- oder In-
vestitionsgiiter wie z.B. bei einem PKW-Kauf oder dem Kauf von Wohnungseigentum

Vor.

In der empirischen Wirtschaftsforschung werden aus diesen Griinden anstelle des linea-
ren Wabhrscheinlichkeitsmodells Probit- und Logit-Modelle zur Erkldrung 6kono-
mischer Wahlhandlungen herangezogen, die durch die Spezifikationen

ﬂ'xt —u2/2
(2.6.12) pt:F(B'xt):E [ e "t/7du; (Probit-Modell)
—0

und

1 eﬁ"‘t

(26.13)  p =F@p'x)=

= L oP = o oP% (Logit-Modell)

der Verteilungsfunktion F gegeben sind. Wihrend im Probit-Modell z.B. die Kaufwahr-
scheinlichkeit durch eine Standard-Normalverteilung gegeben ist, liegt dem Logit-Mo-
dell die Verteilungsfunktion einer logistischen Verteilung zugrunde. Die Normalvertei-
lung lédsst sich begriinden, wenn man fiir ein Individuum t die unbeobachtbare

Indexvariable

¥
yi =B'x¢ +uy
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einfiihrt, die den Grad der Neigung des Individuums z.B. fiir eine Kaufentscheidung o-
der Arbeitspartizipation erfasst. Das Individuum wird sich fiir den Kauf eines Gutes ent-
scheiden,

Abbildung 2.6. 3: Wahrscheinlichkeitsverteilung des Logit-Modells
F(p-x) f\

¥

Bx

wenn die Indexvariable y; eine bestimmte Schranke iiberschreitet, bei der der Besitz
des Gutes als vorteilhaft angesehen wird 0. Wenn wir die Schranke ohne Einschrin-

kung der Allgemeinheit gleich Null setzen, dann lésst sich die Beziehung zwischen den
unbeobachtbaren Indexvariablen y; und der beobachtbaren abhingigen Variablen y,

durch

y,=1 fallsy, >0
y, =0 fallsy, <0

wiedergeben. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Individuum z.B. fiir den Kauf eines

Produkts oder die Aufnahme einer Erwerbstétigkeit entscheidet, ist dann durch
P(y;k > O): P([i'xt +u; > O) = P(ut > —B'xt)

und bei einer Symmetrie der Wahrscheinlichkeitsverteilung durch

50 Wenn man anstelle der unbeobachtbaren Indexvariablen y: einen Nutzenindex uy einfiihrt, ldsst sich

das Wahlhandlungsmodell aus einem nutzentheoretischen Ansatz entwickeln. Da der Nutzen in die-
sem Kontext als Zufallsvariable aufzufassen ist, ergibt sich das qualitative Wahlhandlungsmodell
durch Maximierung des erwarteten Nutzens eines Individuums. Vgl. Judge et al. (1985), S. 753ff.
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P(Yis > 0): P(u, <P'x,)=F(p'x,)

gegeben. Wenn man sich vorstellt, dass sich die Indexvariable y; aus einer Vielzahl un-
abhingiger Einflussfaktoren zusammensetzt, kann aufgrund des Zentralen Grenz-
wertsatzes fir F die Verteilungsfunktion einer Normalverteilung zugrunde gelegt wer-
den. Okonomische Wahlhandlungen lassen sich dann auf der Grundlage eines Probit-
Modells untersuchen. Allerdings ist die Schétzung eines Probit-Modells recht aufwen-
dig. Da sich die Wahrscheinlichkeitsfunktionen des Probit- und Logit-Modells in ihrer
Form entsprechen, wird daher letzterem Modell bei empirischen Untersuchungen héufig
der Vorzug geben. Die logistische Wahrscheinlichkeitsverteilung besitzt an den Rén-
dern eine groflere Wahrscheinlichkeitsmasse als die Normalverteilung, was vom Stand-
punkt der robusten Statistik durchaus als vorteilhaft zu bewerten ist. Wenn bei Anwen-
dungen ein grofBerer Anteil von "outside values" als bei einer Normalverteilung erwartet
werden kann, bietet das Logit-Modell eine addquatere Grundlage zur Analyse von dko-
nomischen Wahlhandlungen. Aus diesem Grund werden wir das Logit-Modell in den
Mittelpunkt unserer weiteren Erorterungen stellen.

Im Gegensatz zum linearen Wahrscheinlichkeitsmodell geben die Koeffizienten f;

beim Logit-Modell nicht mehr unmittelbar die Effekte einer Verdnderung einer erkld-
renden Variablen auf die Wahrscheinlichkeit an. Aus der Darstellung

P _ eﬁ'xt/ L
I-p;  1+efX/ 1+eP™

folgt nach Logarithmierung die Beziehung

2.6.14) -2t —px,,
1-p;

aus der ersichtlich ist, dass die Parameter B; beim Logit-Modell die Impulse auf die
sog. "log-odds ratio" ln(pt /l—pt) messen, die aus einer Verdnderung der exogenen
GroBen um eine Einheit resultieren. Die "log-odds ratio" gibt die Chance fiir eine Reali-
sierung des betrachteten Ereignisses im Vergleich zum Komplementirereignis wieder.

Fiir sie hat sich die Bezeichnung "Logit" eingebiirgert. !

51 Bei ausschlieBlich qualitativen erklirenden Variablen in Form von Dummy-Variablen wird es im
Allgemeinen fiir einen speziellen Designvektor X, wiederholte Beobachtungen geben. Wenn man

dann die Wahrscheinlichkeit p; durch den beobachteten Anteilswert p, schitzt, dann lassen sich die

Koeffizienten j aus der Logitform einer Regressionsgleichung,
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Die Einfliisse einer Verdnderung der erkldrenden Variablen auf die Wahrscheinlichkeit

des betrachteten Ereignisses lassen sich dagegen durch die partiellen Ableitungen

%:M:fﬂj'xt).ﬁ.
j

OXy OXj

angeben, in der f die Dichtefunktion der Logitverteilung bezeichnet:
B'x
. e
B )=——-
(1 +ePx )2
Durch die Koeffizienten B; allein ist nur noch die Richtung determiniert, in die sich die
Wahrscheinlichkeiten p, bei bestimmten Impulsen der exogenen Variablen verdndern.

Das Ausmal3 der Verdnderung hingt jedoch zusétzlich von der Steilheit der Verteilungs-
funktion der Logitverteilung im Punkt B'x, ab. Je steiler die Verteilungsfunktion beim
aktuellen Niveau verlduft, umso gréBer ist der Effekt einer Verdnderung der exogenen
Variablen auf die Wahrscheinlichkeit des betrachteten Ereignisses.

2.6.4.3 Maximum-Likelihood-Schitzung des Logit-Modells

Es ist p; die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable y, den Wert 1 annimmt, d.h.,

dass sich z.B. ein Konsument fiir den Kauf eines Produkts oder eine Erwerbsperson fiir
die Erwerbstitigkeit entscheidet. Bei Giiltigkeit des Logit-Modells ist die Wahrschein-
lichkeit p; durch (2.6.13) gegeben. Da der Vektor x; der erkldrenden Variablen bei 6ko-
nomischen Anwendungen der Wahlhandlungstheorie hdufig aus gemischten Variablen,
d.h. qualitativen und quantitativen Variablen, besteht, sei davon ausgegangen, dass sich
die Beobachtungsvektoren alle voneinander unterscheiden. Unter dieser Bedingung ist

die Maximum-Likelihood-Methode das addquate Schitzverfahren.

6konometrisch schitzen. Aufgrund der Heteroskedastizitdt der Storvariablen wiére in einer solchen
Situation die verallgemeinerte Methode der kleinsten Quadrate (GLS-Methode) ein addquates
Schitzverfahren. S. hierzu z.B. Fomby, Hill und Johnson (1984), S. 344ft.
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Da jede Beobachtung y, als Realisation einer Binomialverteilung mit der Grundwahr-

scheinlichkeit p; und einer Wiederholung aufzufassen ist, kann die Likelihoodfunktion

L bei Unabhingigkeit der Beobachtungen in der Form
n n B'x, Yt B'x, =y,
L=ITpY (1-p) > =TI} =—— | |1-—=——
t=1 =1 1+ P 1+ P

geschrieben werden. Zum Zwecke einer Schitzung des Parametervektors p empfiehlt

es sich, von der logarithmierten Likelihoodfunktion L* auszugehen, die durch

n
L*= 2y Inp,+(1-y,)in(1-p,)

X 1

1+eP

n
=2ytln +(l—yt)ln
t=1

1+ P

gegeben ist. Man erhilt die Bedingungen erster Ordnung fiir ein Maximum der Likeli-
hoodfunktion, indem man L* nach dem Parametervektor B differenziert:

oL* & P, 1
_Zyt © Xt+(1_Yt)7

B =1 Pt (1+eBVXt) =p (1 +e'3'xt)2

_ e[i'xl

x;=0.

Nach einigen Umformungen erhélt man hieraus

so dass der Parametervektor B aus dem Gleichungssystem
el}'xt

1+ef™

2.6.15) Y [y, —p(B)]-x, =0 mit p,(B)=
t=1

bestimmt werden kann. Da (2.6.15) ein nicht-lineares Gleichungssystem in B ist, kann

der unbekannte Parametervektor allerdings nicht analytisch ermittelt werden. Vielmehr
ist ein iteratives Verfahren anzuwenden, das numerisch zuverldssig mit einer hohen
Konvergenzgeschwindigkeit arbeitet, d.h. die ML-Losung nach wenigen Schritten er-
zeugt. Ein solches Iterationsverfahren ist mit dem Newton-Raphson-Verfahren verfiig-

bar.
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Ausgehend von einem Anfangsschitzer [5(0) wird mit dem Newton-Raphson-Verfahren

im m-ten Schritt ein verbesserter Parameterschitzer aus einem iterativen Schema der

b B““))"(aL 6= B(‘“)ﬂ

op

Form

2 . %
26.16) pim—pm | 2L

opop'
ermittelt 52. Die Iterationsvorschrift (2.6.16) basiert auf einer Taylor-Reihenzerlegung
zweiter Ordnung. Fir das Logit-Modell sind der Vektor der ersten Ableitungen
(= Gradient) und die Matrix der zweiten Ableitungen (= Hesse-Matrix) durch

oL* & 1 1
A

t=1

und
oL* & e Pn !
= "X X¢

W o]

gegeben (vgl. Fomby, Hill und Johnson, 1984, S. 350).

Die Hesse’sche Inverse kann zugleich als Schitzer fiir die Kovarianzmatrix des ML-
Schitzers By verwendet werden. Ihre Diagonalelemente, die die Varianzen der Kom-

ponenten von |§ML enthalten, lassen sich fiir einen Signifikanztest der geschitzten Koef-

fizienten des Logit-Modells verwenden.

2.6.4.4 Likelihood-Verhiltnis-Test und Pseudo-R2

Die Giiltigkeit des Logit-Modells tiberhaupt ldsst sich unter Verwendung eines Likeli-
hood-Verhiltnisses tiberpriifen. Wenn die Nullhypothese

2.6.17)  By=P3=...=P, =0

giiltig ist, kann die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Zufallsvariable y den Wert 1 an-
nimmt, dadurch geschétzt werden, dass man die Anzahl n; der statistischen Einheiten,

52 Das Iterationsverfahren wird so lange wiederholt, bis ein Stoppkriterium erfiillt ist. So kann z.B. ei-
ne Konvergenz als praktisch gegeben angesehen werden, wenn sich die Verdnderungen der Parame-
terschétzer g™ eine bestimmte Schranke unterschreiten oder sich die Werte der logarithmierten Li-

kelihoodfunktion nicht mehr merklich verdndern.



196 2. Okonometrische Eingleichungsmodelle

die die betrachtete Merkmalsausprigung haben, auf die Anzahl n der Beobachtungen
bezieht:

p=—tply=1)=p .

Eine Bedingtheit durch exogene Variablen entfillt dann, da sie keinerlei Erklarungs-
gehalt besitzen. Unter der Nullhypothese ist die logarithmierte Likelihoodfunktion
durch

LB =InL,=n,; ln(nlj + (n —nl)ln(n — 0 )

n n
gegeben. Wihrend L als restringierte log-Likelihoodfunktion bezeichnet wird, heifit
die unter dem Logit-Modell resultierende logarithmische Likelihoodfunktion L* un-

restringiert. Unter der Nullhypothese (2.6.17) folgt die Likelihood-Ratio-Statistik
=2y -1

asymptotisch einer y2-Verteilung mit k-1 Freiheitsgraden. Eine Annahme der Null-
hypothese impliziert, dass exogenen Variablen X,,X3,...,X; keinen Einfluss auf die Wahr-

scheinlichkeit des betrachteten Ereignisses haben, so dass ihre Schétzung allein durch
den Anteilswert p gerechtfertigt ist.

Als MaB fiir die Giite der Anpassung ist ein dem Determinationskoeffizienten ver-
gleichbares Mal entwickelt worden, das aus diesem Grund als Pseudo-R? bezeichnet
wird:

*

pPR2 —1_ L

o
Das Pseudo-R2 kann als GiitemaR verstanden werden, das den Grad der "Unsicherheit"
in den Daten misst, der durch das Logit-Modell "erklart" wird (vgl. Judge et al., 1980,
S. 6021f.). Sofern p;, stets 1 ist, wenn y,=1 ist und 0, wenn y=0 ist, dann gilt fiir die un-
restringierte log-Likelihoodfunktion L*=In1=0, d.h. PR2 erreicht dann seinen maxi-
malen Wert. In diesem Extremfall leisten die erkldrenden Variablen eine perfekte Mo-
dellanpassung. Offenbar kann diese Situation jedoch nur dann eintreten, wenn B'x,
gegen -00 oder +oo geht. Der minimale Wert des Pseudo-R2 wird genau dann erreicht,
wenn die unrestringierte log-Likelihoodfunktion mit der restringierten iibereinstimmt,

d.h. wenn die exogenen Variablen keinerlei Erkldrungsgehalt besitzen. Zwar kann
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grundsitzlich mit wachsendem PR2 von einer verbesserten Modellanpassung ge-

sprochen werden, doch besitzen die Werte des Pseudo-R2 nicht die anschauliche Inter-

pretation, die dem Determinantenkoeffizienten beim multiplen Regressionsmodell zu-

kommt.

Beispiel 2.6. 2: Der Kauf eines Produkts wird in Abhéngigkeit vom Einkommen und

Geschlecht eines Konsumenten untersucht. Aus einer Querschnittserhebung hat sich

folgende Datenbasis ergeben:

Konsument t Produktkauf y; Einkommen x5, Geschlecht x5,
1 nein (0) 2500 weibl. @)
2 ja (1) 3000 mannl. (0)
3 ja (1) 3200 ménnl. (0)
4 ja (@)) 3500 ménnl. (1)
5 nein (0) 2800 weibl. @)
6 nein (0) 3000 weibl. (1)
7 ja (1) 4000 ménnl. (0)
8 nein (0) 2200 weibl. (1)
9 ja (1) 3800 maénnl. (0)

10 nein (0) 2900 weibl. @))
11 ja (1) 2600 weibl. @)
12 nein (0) 2400 maénnl. (0)
13 ja (1) 4200 ménnl. (0)
14 ja 1) 3700 ménnl. (0)
15 nein (0) 3300 weibl. @)
16 ja @)) 4100 weibl. @)
17 nein (0) 2500 weibl. @)
18 ja (1) 3900 méinnl. (0)
19 ja (1) 4400 maénnl. (0)
20 nein (0) 2000 weibl. @)
21 nein (0) 3100 weibl. (1)
22 ja (1) 3400 ménnl. (0)
23 ja @)) 3500 weibl. @)
24 ja (1) 3800 méinnl. (0)
25 nein (0) 2200 weibl. (1)

Die qualitativen Variablen Produktkauf und Geschlecht sind Dummy-Variablen, so dass

ihre Ausprigungen mit 0 und 1 kodiert werden. Konsument 1, der das Produkt nicht ge-
kauft hat (y,;=0), wird dann durch den Beobachtungsvektor x, =(0 2500 1) be-
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schrieben, Konsument 2, der sich fiir den Kauf des Produkts entschieden hat (y,=1), hat
den Beobachtungsvektor x'2 =(0 3000 0). Die erste Komponente steht dabei stets
fiir die Scheinvariable, die in allen Beobachtungsvektoren den Wert 1 annimmt.

Das Logit-Modell fiir den Produktkauf (y) in Abhéngigkeit vom Einkommen (x,) und
Geschlecht (x5) lautet

ePxe 1

Pe= l+eP e P

mit
B=@; Br B3) und x =(1 xp x3).

Da hier keine Wiederholungen vorliegen, erfolgt die Schitzung des Parametervektors p
mit der Maximum-Likelihood-Methode.
Zum Zwecke der Modellschitzung kann auf Gkonometrische Programmsysteme zu-

rickgegriffen werden. Bei dem Programm EViews konvergiert das Verfahren nach 5
Iterationen zu folgender Losung:

. Regressions- Standard- Uberschreitungs-

Variable k(;gefﬁzient abweichung t-Wert wahrscheinlichieit
Konstante -11,72644 5,96009 -1,967 0,0619
Einkommen 0,00448 0,00204 2,196 0,0388
Geschlecht -2,87446 1,83644 -1,565 0,1318

Die Uberschreitungswahrscheinlichkeiten geben dabei das tatsichliche Signifikanz-
niveau an. Man erkennt unmittelbar, dass allein das Einkommen bei einer Irrtumswahr-
scheinlichkeit von 5 % einen signifikanten Einfluss auf die Kaufentscheidung ausiibt.
Aus dem negativen Vorzeichen des Regressionskoeffizienten der Variablen Geschlecht
geht hervor, dass das Produkt tendenziell eher von Ménnern als von Frauen gekauft
wird. Allerdings ist bei der Interpretation zu beachten, dass der Einfluss des Geschlechts

auf den Produktkauf bei einem Signifikanzniveau von 5 % nicht statistisch gesichert ist.
Mit dem Maximum-Likelihood-Schétzer
ﬁ'ML =(~11,72644 0,00448 - 2,87446)

lasst sich auf der Grundlage von (2.6.13) fiir jeden Beobachtungsvektor x, die Kauf-

wabhrscheinlichkeit p, ermitteln. So betrigt die Kaufwahrscheinlichkeit fiir den Konsu-
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menten 1, der sich fiir den Nichtkauf entschieden hat, aufgrund seiner Merk-
malsausprigungen

1

- =0,0323 .
1+ exp(11,72644 — 0,00448 - 2500 + 2,.87446)

P1

Dagegen ordnet das Modell dem Konsumenten 2, der das Produkt gekauft hat, tatséich-
lich von vornherein eine hohe Kaufwahrscheinlichkeit zu:

1

, = =0,8473 .
1+ exp(11,72644 — 0,00448 - 3000)

p

Eine Einkommenserh6hung von z.B. 100 DM wiirde dann beim Konsumenten 1 zu ei-
ner Erhéhung der Kaufwahrscheinlichkeit von
exp(—11,72644 + 0,00448 - 2500 — 2,87446)

[1+ exp(—11,72644 + 0,00448 - 2500 — 2,87446 )]
=0,03560-0,00448-100 = 0,0159

-0,00448-100

fithren, wihrend sich die Kaufwahrscheinlichkeit beim Konsumenten 2 um

exp(—11,72644 + 0,00448 - 3000)
[1+ exp(~11,72644 + 0,00448 - 3000 )J*
=0,12938-0,00448 -100 = 0,0580

-0,00448-100

erh6hen wiirde. 53 Die verschiedenen Zuwichse ergeben sich aus der unterschiedlichen
Steilheit der Verteilungsfunktion in den betrachteten Punkten, was aus Abbildung 2.6. 4
hervorgeht.

53 Da die Steigung der Verteilungsfunktion des Logit-Modells streng genommen nur in einer infinite-
simal kleinen Umgebung um das Ausgangseinkommen gilt, konnen die Verdnderungen der Kauf-
wahrscheinlichkeiten hiermit nur approximativ bestimmt werden.
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Abbildung 2.6. 4: Abhéngigkeit der Kaufwahrscheinlichkeit vom Einkommen

a) bei Ménnern
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SchlieBlich wird noch der Wert der unter dem Logit-Modell giiltigen logarithmierten
Likelihoodfunktion L* ausgewiesen: 54

L*=-6,072 .

Diese Grofie wird fiir einen Teil des Gesamtzusammenhangs und der Berechnung des

AnpassungsmalBes PR2 benétigt. Hierzu ist auBerdem eine Kenntnis des Wertes der lo-
garithmierten Likelihoodfunktion L* erforderlich. Bei einem Stichprobenumfang von

n=25 und einer Kauferzahl von n;=14 erhalt man fiir L*, einen Wert von
L, =141n 14 i L2 -17,148 .
25 25

Die Likelihood-Ratio-Statistik 1 nimmt damit den Wert
1= -2[-17,148 - (- 6,072)] = 22,152

an. Ein Vergleich mit dem kritischen Wert

2
X0,95:2 =599

zeigt, dass die Nullhypothese (2.6.17) auf einem Signifikanzniveau von 5 % eindeutig
abzulehnen ist, so dass die durch das Logit-Modell hergestellte Beziehung zwischen den
Kaufentscheidungen der Konsumenten und dem Einkommen und Geschlecht statistisch
gesichert ist.

Fiir das Anpassungsmall PR2 ergibt sich der Wert

6,072
~17,148

PR? =1 =0,646 ,

was bedeutet, dass die "Unsicherheit", die in den Daten vorhanden ist, in einem hohen
Ausmal durch das Logit-Modell vermindert werden kann. .

54 L* entspricht dem unter der Bezeichnung "Log likelihood" von EViews ausgewiesenen Wert.
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Aufgaben

2.6.1)

(2.6.2)

(2.6.3)

(2.6.4)

(2.6.5)

Die Produktion y einer Industriebranche lésst sich in einem Quartal auf die
um eine Periode verzogerten Auftragseingdnge x sowie additiver saisonaler
Einfliisse zuriickfithren. Geben Sie das zugehorige Design der Beobach-

tungsmatrix X fiir einen Zeitraum von drei Jahren wieder!

Uberpriifen Sie mit Hilfe des Chow-Tests, ob der Olpreisschock 1980 einen
Strukturbruch in der Keynes’schen Konsumfunktion (Daten s. Beispiel 2.1.1)
verursacht haben konnte!

Interpretieren Sie das Ergebnis einer OLS-Schitzung der Keynes’schen Kon-
sumfunktion (Daten s. Beispiel 2.1.1) unter Verwendung der Dummy-Vari-
ablen d; (1 fiir 1974 bis 1979, 0 sonst) und d, (1 fiir 1980 bis 1992, 0 sonst)!

Welche Einwinde lassen sich gegen das lineare Wahrscheinlichkeitsmodell

bei qualitativen abhéngigen Variablen aus 6konometrischer Sicht erheben?

Die Wahl eines Verkehrsmittels V (OPNV oder Pkw) fiir den Weg zur Ar-
beitsstitte soll auf der Basis eines Logit-Modells in Abhéngigkeit von der
Entfernung E (in km) und der beruflichen Stellung S (S; oder S,) untersucht
werden (Daten s. Anhang B, Tab. B2).

a) Geben Sie das Logit-Modell der Verkehrsmittelwahl an und schétzen Sie

es mit der Maximum-Likelihood-Methode!

b) Interpretieren Sie die Relevanz der beiden betrachteten Einflussgrofen
fiir die Verkehrsmittelwahl!

¢) Um wie viel Prozent wiirde sich die Wahrscheinlichkeit fiir die Wahl ei-
nes Pkws als Verkehrsmittel fiir den Weg zur Arbeitsstitte beim Be-
rufstitigen 1 erhéhen, wenn die Entfernung um 2 km ansteigen wiirde?

d) Wie ldsst sich die Giite der Anpassung des Logit-Modells zur Verkehrs-

mittelwahl quantifizieren?
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2.7 Okonometrische Prognose

2.7.1 Punktprognose

Wirtschaftspolitische Entscheidungen setzen im Allgemeinen eine Vorstellung tiber die
zukiinftige Entwicklung voraus. Okonometrische Modelle kénnen hieriiber eine Orien-
tierung vermitteln, wenn in ihnen die Strukturzusammenhinge adéquat abgebildet sind.
Voraussetzung flir eine "gute" Prognose auf der Grundlage eines Okonometrischen
Modells ist jedoch eine Stabilitdt der Strukturparameter im Prognosezeitraum. Bei 6ko-
nometrischen Eingleichungsmodellen ist stets eine endogene Variable zu prognostizie-
ren, wihrend bei Okonometrischen Mehrgleichungsmodellen eine Vorhersage der
zukiinftigen Werte mehrerer endogenen Variablen vorzunehmen ist. Die Werte der exo-
genen Variablen miissen dabei vorgegeben werden. Am giinstigsten ist es natiirlich,
wenn zur Erkldrung zeitverzogerte exogene Variablen herangezogen werden konnen,
deren Beobachtungswerte bereits vorliegen und fiir die Prognoseerstellung verwendet
werden konnen. Ansonsten miissen sie selbst prognostiziert werden, z.B. unter Anwen-
dung von Verfahren der Zeitreihenanalyse, sofern nicht auf externe Prognosen zurtick-
gegriffen werden kann. Auf jeden Fall wird unterstellt, dass die exogenen Variablen ein-
facher zu prognostizieren sind als die endogenen Variablen, da der praktische Nutzen

einer 6konometrischen Prognose ansonsten zweifelhaft wire.

Eine 6konometrische Prognose ist in diesem Sinne immer eine bedingte Prognose, da
sie von gegebenen Werten der exogenen Variablen ausgeht. Prognosefehler konnen sich
daher nicht allein dadurch ergeben, dass das okonometrische Modell die Struktur-
zusammenhinge unzureichend abbildet oder keine hinreichende Stabilitidt der Struktur-
parameter im Prognosezeitraum vorliegt. Vielmehr ergeben sie sich zusétzlich aufgrund
einer Fehleinschitzung der Entwicklung der exogenen Variablen. Diese Problematik ist
stets bei Ex ante-Prognosen zu beriicksichtigen. Bei Ex post-Prognosen ist es dagegen
moglich, die Modellstruktur selbst hinsichtlich ihrer Prognoseeignung zu iiberpriifen,
indem man fiir einen in der Vergangenheit liegenden Prognosezeitraum auf die

Beobachtungswerte der exogenen Variablen zuriickgreift.

Hier soll die Prognoseerstellung fiir ein 6konometrisches Eingleichungsmodell erortert
werden. Bei einer Punktprognose wird der voraussichtliche Wert y,, h=12,.,L
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einer endogenen Variablen y in der Periode n+h unter Berticksichtigung der zurzeit n
gegebenen Informationen ermittelt. Sofern L=1 ist, spricht man von einer Ein-Schritt-
Prognose; falls L>1 ist, liegt eine Mehr-Schritt-Prognose vor. Allgemein gibt L die An-
zahl der Prognoseperioden an und n+L den Prognosehorizont.

Es seien Xj,.h>X2p4hos Xk nen Prognosewerte fiir die exogenen Variablen eines

okonometrischen Eingleichungsmodells, die als gegeben betrachtet werden. Dann ist
eine BLU-Prognose von y ,;, durch

K
(2.7.1) Yon= Zﬁj “Xjnth
=

gegeben, wobei die Groflen ﬁ i OLS-Schitzer der unbekannten Regressionskoeffizien-
ten B; sind 3. Vereinbarungsgemaf steht der Regressor x; wiederum fiir die Schein-

variable, so dass X, .}, fiir alle h gleich Eins ist.

2.7.2 Intervallprognose

Man kann allerdings nicht erwarten, dass der Prognosewert y,}, vollstindig mit dem
Zeitreihenwert y, ., ibereinstimmen wird. Das Prognoseprinzip stellt allein darauf ab,
dass die Vorhersagen im Mittel "gut" sind, sofern das 6konometrische Modell keine
Spezifikationsfehler enthdlt. Aus diesem Grund ist es wiinschenswert, eine Kenntnis
iiber den Unschérfebereich einer Punktprognose zu erhalten. Die Punktprognose ist
dann durch eine Intervallprognose zu ergénzen.

Um das Prognoseintervall fiir den Wert y,;, der endogenen Variablen zu entwickeln,

gehen wir von der Prognosegleichung

il A

(272)  Yun =Xpm B

mit

55 Der Prognosewert < ist eine beste lineare unverzerrte Prognose von . Diese Eigenschaft lisst
g Ynh g Yn+h g

sich im Prinzip genau so wie beim OLS-Schitzer § zeigen, so dass hier auf einen Beweis verzichtet
wird. Man beachte allerdings, dass durch § | die zukiinftige Realisation einer Zufallsvariablen

eingeschitzt wird, wihrend g ein Schitzer fiir den unbekannten Parametervektor ist.
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— i\l
Xn+h = (Xl,n+hX2,n+h ---Xk,n+h) >

bei der vorausgesetzt worden ist, dass die exogenen Variablen als gegeben betrachtet
werden konnen. Der h-Schritt-Prognosefehler

(2.7.3) 1in,h =¥n+h — 5’n,h

lasst sich dann wegen

Yaeh = Xnih B+ Uns
in der Form
i )
schreiben. Aufgrund von
E(u,)=0 und EB)=p
erhilt man einen Erwartungswert des Prognosefehlers ﬁn’h von Null,
(2.7.5) E(0,,)=0,
was bedeutet, dass die Prognose ¥, , unverzerrt ist 3.

Fur die Intervallprognose wird auBerdem die Varianz 4, ) bendtigt. Aufgrund der

Unabhangigkeit von G, ;, und X'n+h (ﬁ - [5) erhélt man unter Verwendung von (2.7.4)

Var(ﬁn, ) Var[ X, .0 ( )]V ﬁ Var[un+h — X, (B - ﬁ)]
= Var(un+h + Var[ X, ([3 )] .
= Var(un+h + Var( ﬁ)

Diese Umformung ist zuldssig, weil

Var[x'mh (B - ﬁ)] = Var(x;l,hﬁ - X;,hﬁ) = Var(x;nhﬁ)
ist, da die Elemente von x,,;, und B konstante GroBen sind. Wenn man voraussetzt,

dass die Varianz der Storvariablen in der Prognoseperiode gegeniiber dem Beobach-

tungszeitraum unverindert bleibt, gilt

Var(u, )= o2 s

56 Allgemeiner reicht fiir die Giiltigkeit dieser Eigenschaft aus, dass die Werte der exogenen Variablen

in der Prognoseperiode im Mittel korrekt prognostiziert werden.
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A

so dass mit Var($) = 52(X'X) " sich fiir die Varianz des Prognosefehlers i,
Var(ﬁn,h )= Var(un,h )+ X;l,hvar(ﬁ)xn,h
=6” +67 Xp, (X'X) ' x,
und schlieBlich
276 Varliyy ) =021+ %, (XX) ' x,)

ergibt 57.

In Anwendungen kann an Stelle der unbekannten Stérvarianz o’ die erwartungstreue

A

Schitzfunktion 6 verwendet werden. Bei einer Normalverteilung der Storvariablen
u,}, ist der standardisierte Prognosefehler dann t-verteilt mit n-k Freiheitsgraden. Das

Prognoseintervall ist dann durch

N ' RN
2.7.7) . Yn,h —ti—a/2;n-k '6\/1+Xn,h (X'X) " x, e

- A [ v )1
< Yn+h < Ynh +t1—a/2;n—k 'G\/1+xn,h (X X) Xn,h
gegeben. t)_; /5., i ist darin das (1-0/2)-Quantil einer t-Verteilung mit n-k Freiheits-

graden. Das Prognoseintervall (2.7.7) besitzt eine Sicherheitswahrscheinlichkeit von

I-o.
Im Spezialfall einer einfachen Regression hat man
X'n+h = Xun)
und
n 3 Z Xt
et a2 (xS a X (xS
(X'X)" = » P ,
B Xt + Z Xy
iyt -(Ex ) a0 )

so dass die quadratische Form in (2.7.6)

57 Hierbei ist von der Regel Var(a'y):a'\/ar(y)a Gebrauch gemacht worden, wobei a ein
Koeffizientenvektor und y ein Zufallsvektor ist.
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1'1_2'7(r1+hzxt +Xﬁ+hzxt2
antZ _( Xt)2
(Xn+h _§)2

n Z(Xt _i)z

lautet. Fiir k=2 ergibt sich somit fiir die Varianz des Prognosefehlers der Ausdruck

X;l, (X'X)_] Xn,h =

2 1 (Xpn - %)
Var(@, ) =0"| 1+ —+ 22—
n Z(Xt _i)

E

womit man das Prognoseintervall

L, G —X)

Plv . — Y. T § D i NV A
{Yn,h U g/omk O \/ + I + Z(Xt —X)Z
1 (Xn+h _i)z ]

SYoen SV ta/omi 'G'\/l++

n 3 (x,-x)

erhilt. Daraus ist ersichtlich, dass das Prognoseintervall umso breiter wird, je mehr der
Wert x,,,;, der exogenen Variablen in der Prognoseperiode von seinem Mittelwert ab-
weicht. Wenn die exogene Variable x trendbehaftet ist, ergibt sich somit mit zunehmen-
dem Prognosehorizont h eine grofere Ungenauigkeit der Vorhersage. Die typische
Gestalt des Prognoseintervalls ist fiir den Fall der einfachen Regression in Abbildung

2.7. 1 wiedergegeben.
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Abbildung 2.7. 1: Prognoseintervall

¥ oa

A4

X

Beispiel 2.7.1: Um den Privaten Verbrauch auf der Grundlage der makrodkono-

mischen Konsumfunktion
~ v
Ct = CO + C] . Yt

fur das Jahr 1993 prognostizieren zu konnen, ist eine Kenntnis der voraussichtlichen
Hohe des realen verfligbaren Einkommens erforderlich. Man konnte hierzu z.B. Prog-
nosen der Wirtschaftsforschungsinstitute tiber das verfiigbare Einkommen in jeweiligen
Preisen und den Anstieg der Verbraucherpreise heranziehen. Hier soll das reale verfiig-
bare Einkommen beispielhaft fiir das Jahr 1993 zeitreihenanalytisch mittels eines Expo-
nentialtrends vorausgeschitzt werden. Man erhélt fur 1993 damit den Prognosewert
1420,8 Mrd. DM. Mit diesem Prognosewert lédsst sich das reale Niveau des Privaten
Verbrauchs fiir 1993 auf der Grundlage der im Stiitzzeitraum von 1974 bis 1992 ge-

schitzten Konsumfunktion prognostizieren:

692,1 =37,3+0,864-1420,8 =1264,9 .

Nach dieser Prognose ist im Rezessionsjahr 1993 mit einem Riickgang des Privaten

Verbrauchs in konstanten Preisen um etwa 1,7 % zu rechnen.
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Hierbei handelt es sich um eine Punktprognose, die aus zeitreihenanalytischen Annah-
men {iber die Entwicklung des verfigbaren Einkommens unter Beriicksichtigung der
Veranderung der Verbraucherpreise abgeleitet wurde. Die Punktprognose soll hier bei-
spielhaft durch eine Intervallprognose erginzt werden. Da die Stichprobe 19 Beobach-
tungen umfasst, ist zur Bestimmung der Intervallgrenzen bei einer Sicherheitswahr-
scheinlichkeit von 95 % das 0,975-Quantil der t-Verteilung mit 17 Freiheitsgraden zu

verwenden:

to97517 = 2,110.

Mit einer Residualquadratsumme von 9274,849 erhdlt man den erwartungstreuen Schét-

zer

52 22274889 545,579

fiir die Storvarianz, woraus sich fiir den Standardfehler der Schitzung der Wert
G =4/545,579 = 23,358

ergibt. AuBerdem wird noch die Summe der quadrierten Abweichungen des als Regres-

sor fungierenden verfiigbaren Einkommens von seinem Mittelwert

Y= 71981696’93 =1045,63

bendstigt:
Z(th —?V)Z =297727,02 .

Unter Kenntnis dieser Groflen ldsst sich das Prognoseintervall fiir den Privaten

Verbrauch bestimmen:

1, (1420,8 —1045,63)’
19 297727,02

12649+2110-23358 - [14+ - 4 12015253
19 297727,02

1264,9+£2,110-23,358 - \/1 +

=1264,9+60,9.

Der praktische Nutzen des Prognoseintervalls wird hiufig in Zweifel gezogen, da es im
Allgemeinen zu breit ist und damit zu viel Spielraum fiir alternative Entwicklungs-

tendenzen zuldsst. Wirtschaftspolitische und unternehmerische Entscheidungstriger
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wiinschen sich aulerdem hiufig vom Prognostiker die Angabe eines konkreten Prog-
nosewertes, um eine eindeutigere Orientierung zu erhalten. Obwohl das Prognoseinter-
vall gewisse Unsicherheitsgrade widerspiegelt, wird es aus diesen Griinden bei der Ver-
offentlichung einer Wirtschaftsprognose nur selten ausgewiesen. Hierdurch kann leicht
eine grofere Prizision einer 6konomischen Prognose suggeriert werden, als sie tatsdch-

lich aufgrund ihres stochastischen Charakters gegeben ist. .

2.7.3 Giite der Prognose

Vor der Anwendung eines 6konometrischen Modells zum Zwecke einer Ex ante-Prog-
nose sollte die Prognosequalitit fiir einen Zeitraum in der Vergangenheit tiberpriift wer-
den. Auf der Grundlage von Ex post-Prognosen erhdlt man auflerdem Informationen
iiber die Giite konkurrierender Prognoseverfahren. Gleichermaflen bieten Ex post-Prog-
nosen eine Moglichkeit zur Beurteilung der Prognoseeignung alternativer 6konometri-
scher Modelle.

Der Stiitzzeitraum, fiir den das 6konometrische Modell geschétzt wird, erstreckt sich
iiber die Perioden 1 bis n. Der Ex post-Prognosezeitraum umfasst die Perioden n+1 bis
maximal n+L. Fir den Zeitraum der Ex post-Prognose sind die Werte der exogenen
Variablen bekannt. Wenn sie bei der Prognose vorgegeben werden, erhélt man eine Ein-
schiatzung der Prognoseleistung, die die strukturelle Form des Modells hervorzubringen
in der Lage ist. Es kann jedoch zusitzlich sinnvoll sein, eine Ex post-Prognose unter
Verwendung von Schitzwerten fiir die exogenen Variablen zu erstellen. Hieraus wird
man im Allgemeinen eine realistischere Vorstellung tiber Leistungsfihigkeit des 6ko-
nometrischen Modells bei Ex ante-Prognosen erhalten, da die Unsicherheit der exoge-
nen GroBen beriicksichtigt wird.

Man erhilt ein Bild tiber die Prognosegiite, indem man die tatsdchlichen und prognosti-
zierten Zeitreihenwerte der endogenen Variablen y im Ex post-Prognosezeitraum ge-
meinsam in einem Zeitreihendiagramm einzeichnet. Dariliber hinaus sind Gtitekriterien
verfligbar, mit denen verschiedene Aspekte der prognostischen Qualitdt eines 6kono-
metrischen Modells quantitativ erfasst werden konnen. Als Giitekriterien kommen vor

allem Prognosefehlermalie, Vergleichskriterien und Wendepunkt-Fehlermafle in Be-
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tracht. Insbesondere gibt es bei den Prognosefehlermafien eine Vielzahl von Alternati-
ven. Wir beschrinken uns hier auf einige wichtige Giitekriterien, die bei 6konometri-
schen Prognosen Anwendung finden.

Prognosefehlermafie geben in der Regel einen Durchschnitt der Abweichungen
zwischen dem tatséchlichen Zeitreihenwert y,,,, und dem Prognosewert §,.;,_, in der
Ex post-Prognoseperiode wieder. 58 In Anlehnung an die Form der Streuungsmalle in
der deskriptiven Statistik liegt es nahe, die absoluten oder die quadrierten Abweichun-
gen zwischen y,., und ¥, ;; als Grundelemente bei der Bildung eines
PrognosefehlermaBes zu verwenden. Der mittlere absolute Prognosefehler (mean

absolute error) wird aus den absoluten Abweichungen |y}, — ¥ .1, gebildet,

L

1
(2.78) MAE=—).
L h=1

Ynt+h ~ ¥Yn+h-1,1

B

wihrend die Wurzel des mittleren quadratischen Fehlers (root mean square error) aus

2
den quadrierten Abweichungen (yn h—Yn +h_1,1) zusammensetzt:

L
(279  RMSE= \/i g(ymh ~Senra)
Beide MaBle sind in der GréBenordnung vergleichbar, da beim RMSE die Quadrierung
der Einzelabweichungen durch das Ziehen der Wurzel aus der Summe der Ab-
weichungsquadrate groBenmifBig wieder riickgidngig gemacht wird. Allerdings ist zu be-
achten, dass sich groBere Prognosefehler erheblich stirker im RMSE als im MAE
niederschlagen. Allgemein ist der mittlere absolute Fehler stets kleiner oder gleich der

Wurzel des mittleren quadratischen Fehlers.

Beide Fehlermafe eignen sich fiir einen Vergleich alternativer Prognoseverfahren fiir
die betrachtete endogene Variable. Haufig kommt es jedoch zusitzlich darauf an,
Informationen dariiber zu erhalten, ob bestimmte 6konomische Variablen besser prog-
nostizierbar sind als andere. Um hieriiber eine Aussage zu erhalten, ist anstelle eines
absoluten ein relatives Prognosefehlermall zu verwenden. Mit den relativen absoluten

Fehlern YH+h_§]n+h71,1‘ /Yn+h ergibt sich der mittlere absolute prozentuale

Prognosefehler (mean absolute percentage error) in der Form

58 Der Ubersichtlichkeit halber bezichen wir uns bei der Darstellung der Prognosefehlermafe auf Ein-

Schritt-Prognosen.
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1 & |Ynrh = Ynnot,
(27.10)  (2.7.10) MAPE = — > o Tmhlll
Lh:1 Yn+h

Er gibt an, um wie viel Prozent die Prognosen im Ex post-Prognosezeitraum von den
tatsdchlichen Zeitreihenwerten der endogenen Variablen abgewichen sind. Ein ent-
sprechender prozentualer Durchschnitt auf der Grundlage der Wurzel des mittleren

quadratischen Fehlers ist durch

5 2
1S Vieh = Ve
(2.7.11) RMSPE= Z(M
Lh=1 Yn+h

gegeben.

Als Vergleichskriterium hat der Theil’sche Ungleichheitskoeffizient U, der durch

%Z(A}A’mth - AYn+h)2

1
IZAYIzl+h

definiert ist, eine groBe Bedeutung bei der Beurteilung der Prognosegiite eines 6kono-
metrischen Modells erlangt . Die GroBen Ay, ;; und Ay,,, geben darin die

(27.12) U=

prognostizierten und tatsdchlichen Verdnderungen der endogenen Variableny in der

Prognoseperiode h gegeniiber der jeweiligen Ausgangsperiode n+h-1 an:
AV niho11 = Ynsho1l ~ Yaeh

und
AYnih = Ynth = Ynthol -

Der Ungleichheitskoeffizient U ist stets positiv und erreicht die untere Schranke 0,
wenn die tatsdchliche Verdnderung der endogenen Variablen y exakt prognostiziert
wird. Je nach AusmaB einer Fehlprognose kann U beliebig gro3 werden. Als kritisch ist
dabei der Wert 1 des Theil’schen Ungleichheitskoeffizienten anzusehen. Dieser Wert
wird ndmlich genau dann erreicht, wenn fiir die Zukunft der Status quo unterstellt wird.
Man bezeichnet eine solche Vorhersage, die die Vergangenheit unverindert in die Zu-
kunft projiziert, als "naive Prognose". Wenn eine 6konometrische Prognose die zukiinf-

tige Entwicklung der endogenen Variablen besser als eine naive Prognose vorhersagt,

59 Theil (1966), S. 26ff. Zu beachten ist, dass Theil selbst seinen Ungleichheitskoeffizienten
unterschiedlich definiert (vgl. Theil, 1961, S. 30ff.). In der von uns verwendeten Form (2.7.12) hat
der Theil’sche Ungleichheitskoeftizient u.E. die anschaulichste und klarste Interpretierbarkeit.
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muss der Theil’sche Ungleichheitskoeffizient kleiner als 1 sein. Bei einem Ungleich-
heitskoeffizienten, der grofer als 1 ist, kommt dem Gkonometrischen Modell unter
prognostischen Aspekten keinerlei Informationsgehalt zu.

Das Quadrat des Zihlers des Theil’schen Ungleichheitskoeffizienten l4sst sich in drei

Komponenten zerlegen, aus denen die Art des Prognosefehlers hervorgeht:
1 . 2
(2713)  F=2 2 (Afu 11— A¥nin) =B+V+K
mit
— —\2
B=(Ay-Ay) .
2 2
V= (SA9 - SAy)z
und
K = 2~(1—I‘A§,’Ay)~SA§, ‘SAy .

Darin bezeichnen Ay und Ay die Mittelwerte der prognostizierten und tatsichlichen
Veranderungen der endogenen Variablen y innerhalb des Prognosezeitraums, Siy und

Siy entsprechen den Varianzen und ryg 5, den Korrelationskoeffizienten. B gibt somit

das Ausmall der Verzerrung (Bias) an, wohingegen V und K den Varianz- und Ko-
varianzfehler enthalten. Die Anteile der Fehlerkomponenten am gesamten Prognose-
fehler F sind durch B/F, V/F und K/F gegeben.

Der Biasfehler ist gleich 0, wenn die endogene Variable im Mittel korrekt prognostiziert
worden ist. Das Ausmaf} der Schwankungen um den Mittelwert spiegelt sich in den bei-
den anderen Fehlerkomponenten wieder. Wenn zudem die Schwankungen korrekt er-
fasst werden, nimmt der Varianzfehler den Wert 0 an. Die Prognose enthielte dann
keine systematischen Fehler, sondern allein unvermeidbare zufallsbedingte Fehler, die
den Kovarianzfehler kennzeichnen. In diesem Sinne kénnte man dann von einer opti-

malen Prognose sprechen.

Ein Wendepunktfehler liegt vor, wenn die prognostizierten und tatsichlichen Ande-
rungen Ay, +hol.l und Ay, ein unterschiedliches Vorzeichen besitzen. Man spricht
von einem Wendepunktfehler 1. Art, wenn ein Wendepunkt vorausgesagt worden ist,
der jedoch nicht eintritt. Ein Wendepunktfehler 2. Art liegt dagegen vor, wenn ein
Wendepunkt eintritt, ohne vorhergesagt zu sein. Wendepunktfehler sind vor allem bei

Konjunkturprognosen als kritisch zu bewerten, da sie Entscheidungstrégern falsche Sig-
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nale fiir den Einsatz konjunktureller Malnahmen vermitteln. Unter diesem Aspekt steht
weniger das Ausmal als vielmehr die Richtung der zukiinftigen Entwicklung im Blick-
punkt. Da bei Konjunkturprognosen eine Vielzahl von okonomischen Variablen be-
trachtet wird, geben Wendepunkt-Fehlermafe aus diesem Grund im allgemeinen den
Anteil der Wendepunktfehler einer bestimmten Art wieder. Bei der Wendepunkt-Feh-
lerquote 1. Art, WQ,, wird die Anzahl F; der irrtiimlich vorausgesagten Wendepunkte
auf die Anzahl W der prognostizierten Wendepunkte bezogen:
_E

2.7.149)  WQ,= W

Dagegen wird bei der Wendepunkt-Fehlerquote 2. Art, WQ,, die Anzahl F, der nicht

erkannten Wendepunkte auf die Anzahl W der tatsdchlich eingetretenen Wendepunkte

bezogen:
13

Eine allgemeine Wendepunkt-Fehlerquote WQ ist durch
F+E

2.7.16 WQ =
¢ ) Q W+E

definiert.

Alle drei Wendepunkt-Fehlermale liegen zwischen 0 und 1. Sie sind gleich null, wenn
keine Wendepunktfehler vorliegt. Die Wendepunkt-Fehlerquote 1. Art nimmt den Wert
eins an, wenn keine vorausgesagten Wendepunkte tatsachlich eingetreten sind. Dem-
gegeniiber nimmt die Wendepunkt-Fehlerquote 2. Art den Wert eins an, wenn keiner
der tatsdchlich eingetretenen Wendepunkte prognostiziert worden ist. SchlieBlich wird
WQ gleich eins, wenn die prognostizierten und eingetretenen Wendepunkte durchweg

nicht iibereinstimmen.

In der Praxis der empirischen Wirtschaftsforschung treten Wendepunktfehler 2. Art
haufiger auf als Wendepunktfehler 1. Art. Prognostiker neigen offenbar dazu, langer
von einer gleichgerichteten Tendenz auszugehen, als dies in der wirtschaftlichen Wirk-

lichkeit gegeben ist.
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Aufgaben

(2.7.1)  Inwiefern ist eine 6konometrische Prognose stets eine bedingte Prognose?

(2.7.2)  Worin bestehen die Unterschiede zwischen einer Ex post- und einer Ex ante-
Prognose?

(2.7.3)  Wie lautet die Punkt- und Intervallprognose der Geldnachfrage fur das Jahr
1990, wenn man die Werte der exogenen Variablen fiir das Prognosejahr als
bekannt (yo=2112.3, r9p=8,48) voraussetzt?

2.7.4) Mittels welcher Prognosefehlermafle ldsst sich die Giite 6konometrischer
Prognosen beurteilen?

2.7.5) Erldutern Sie die Ratio des Theil’schen Ungleichheitskoeffizienten!
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2.8 Tests auf Parameterinstabilitit

2.8.1 Vorbemerkungen

Die Durchfithrung einer Regressionsanalyse setzt implizit voraus, dass das unterstellte
Modell korrekt spezifiziert ist. Dies bedeutet zum einen, dass die Storterme den Eigen-
schaften eines reinen Zufallsprozesses folgen, also weder autokorreliert noch hetero-
skedastisch sind. Des Weiteren wird eine Normalverteilung der StérgréBen vorausge-
setzt. Zum anderen ist eine stabile Beziehung zwischen der endogenen Variablen und
den ErklarungsgroBen gefordert. Insbesondere sollten die ermittelten Einfliisse der exo-
genen Variablen im Zeitablauf im Kern konstant bleiben. Wenn sich dagegen die
Regressionsparameter im Zeitverlauf verdndern, wiren Prognosen aufgrund eines Mo-
dells mit festen Koeffizienten verzerrt. SchlieBlich wird vorausgesetzt, dass alle
relevanten Erkldrungsvariablen beriicksichtigt sind und dass der funktionale Zusam-

menhang der Realitét entspricht.

Die Tests auf Parameterinstabilitdt sollen tiberpriifen, ob diese Annahmen tatséchlich
erfullt sind und fordern auf diese Weise eine kritischere Modellspezifikation. Eine fest-
gestellte Instabilitdt kann einerseits substantiell begriindet sein und mag dann ent-
sprechende Modelle notwendig machen. Zum anderen kann die Diagnose aber auch mit
Fehlspezifikationen des Modells begriindet sein. Werden z.B. wichtige Erkldrungs-
variablen vergessen, kann sich dies unter Umstidnden in zeitvariablen Einfliissen der
restlichen Variablen niederschlagen. Diese beruhen aber nicht auf einer tatsédchlichen,
sondern vielmehr auf einer vermeintlichen Instabilitdt, die sich allein aufgrund der Fehl-
spezifikation ergibt. Die hier dargestellten Tests konnen zwischen diesen beiden Alter-
nativen prinzipiell nicht diskriminieren. Bei einer Ablehnung der Stabilitdtshypothese
wird also lediglich angezeigt, dass das unterstellte Regressionsmodell auf irgendeine

Weise fehlerhaft ist.

Die vorher dargestellten Tests auf autokorrelierte und heteroskedastische Storterme las-

sen sich bereits als Tests auf Parameterinstabilitit interpretieren. Denn die Modell-
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defekte konnen unter anderem auftreten, wenn die Regressionsparameter im Vektor B
im Zeitablauf variieren oder wenn wichtige Erklarungsgroffen im Regressionsmodell
fehlen. Insofern sind Autokorrelation und Heteroskedastizitét stets Indizien fur Fehler

im systematischen Modellteil.

In diesem Kapitel testen wir auf instabile Regressionskoeffizienten im Parametervektor
B, die ergdnzend zum bereits diskutierten Chow-Test auf Strukturbruch anwendbar
sind. AuBlerdem werden Tests auf die generelle Modellspezifikation dargestellt. Dabei
geht es unter anderem um das Problem vergessener Variablen und die addquate funktio-

nale Form des Regressionszusammenhangs.

Hier werden als erstes der CUSUM- und CUSUMSQ-Test auf instabile Regressions-
koeffizienten im Parametervektor f vorgestellt, die ergidnzend zum bereits diskutierten
Chow-Test auf Strukturbruch anwendbar sind. AuBlerdem werden der RESET- und der
Harvey-Collier-Test als Tests auf die generelle Modellspezifikation dargestellt.
SchlieBlich skizzieren wir den Jarque-Bera-Test auf Normalverteilung, der inzwischen

Standard bei der Uberpriifung der Verteilungsannahme ist.

2.8.2 CUSUM- und CUSUMSQ-Tests

Hier werden der CUSUM- und CUSUMSQ-Test erortert, mit denen sich eine vorhan-
dene Instabilitit des Vektors der Regressionskoeffizienten f aufdecken lésst. Bei einer
Ablehnung der Stabilitdtshypothese kann jedoch nicht ohne weiteres gefolgert werden,

dass P variiert und das Modell im {ibrigen korrekt ist. Denn die fehlende Konstanz der

Regressionsparameter mag mit einer Fehlspezifikation des Modells begriindet sein.

Wir haben bereits an fritherer Stelle den Chow-Test kennen gelernt. Mit dem Verfahren
wird ein moglicher Strukturbruch in der Regressionsbeziehung beurteilt, der mit einem
Wechsel des Parameterregimes verbunden ist. Dabei ist der Zeitpunkt des Struktur-

bruchs konstant. Dieser Test ldsst sich fiir den gesamten Parametervektor oder vollig
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entsprechend nur fiir bestimmte Regressionskoeffizienten durchfiihren. Dariiber hinaus
ist ein analoger Test anwendbar, wenn ein Unterzeitraum eine zu geringe Anzahl an
Beobachtungen aufweist. Dies konnte z.B. der Fall sein, wenn sich der vermeintliche

Strukturbruch in der Ndhe des Randes der Untersuchungsperiode befindet.

Als Beispiel soll der zweite Teilbereich der Untersuchungsperiode nur n,=1 Beobach-
tungen enthalten. Es ldsst sich dann testen, ob einperiodige Prognosefehler signifikant
von 0 verschieden sind oder dquivalent, ob die letzte Beobachtung von der gleichen
Parameterstruktur wie die vorangegangenen n;=n-1 Beobachtungen erzeugt worden ist.
Unter der Nullhypothese ist der Strukturbruch vernachlédssigbar, so dass man eine
Regression fiir die gesamten n Beobachtungen schitzen kann. Bei Geltung der Alterna-
tive wird die letzte Beobachtung von einer anderen Parameterstruktur erzeugt, so dass
ein Modell nur fiir die ersten n-1 Beobachtungen geschitzt werden kann. Die gefundene
Parameterstruktur ldsst sich dann fiir die Prognose der n-ten Beobachtung verwenden.

Damit entsteht ein Prognosefehler, der durch

A

(281) ﬁn = Yn _X;*l[in—l

gegeben ist. Der Parametervektor B, , wird mit der OLS-Methode auf der Basis der

ersten n, =n —1 Beobachtungen ermittelt, so dass
Bo = (X X,) ' X,y
gilt. Ferner gilt
Yoo =XpBo +u,
und
Yo =XB, +u, ,
so dass man nach Einsetzen in (2.8.1) fiir den Prognosefehler
282) U, =x,B,+u, —xB, —x, (X, X, )" X, u,,

erhélt. Da der Storprozess u; die klassischen Eigenschaften erfiillt, ergibt sich fiir den

Erwartungswert und die Varianz des Prognosefehlers
(2'8'3) E(ﬁn) = X'n (ﬁn _ﬁn—l)

und
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(2.8.4) Var(@,) =c’(1+x,(X, X, )'x, ,
wobei die unbekannte Stortermvarianz im reduzierten Beobachtungszeitraum durch
285 & =d,0,, /(n -k)

geschitzt werden kann. Unter der Nullhypothese eines unverdnderten Parameterregimes
ist der Erwartungswert des Prognosefehlers gleich 0. Dann ldsst sich die Prifgrofe

286  t=— Yo Xaluy
6\/(1 + Xn()(rx-lxn—l)%Xn

durch Division des einperiodigen Prognosefehlers durch seine geschitzte Varianz bil-
den, die asymptotisch t-verteilt ist mit n;—k Freiheitsgraden. Durch diesen Test ldsst sich
rasch tiberpriifen, ob neu hinzukommende Beobachtungen mit dem bereits ermittelten
Modell noch kompatibel sind.

Ein weiteres Verfahren, mit dem sich die Stabilitidt des Vektors der Regressionskoeffi-
zienten Uuberpriifen ldsst, ist durch den CUSUM (cumulative sum)-Test gegeben
(Brown, Durbin und Evans, 1975). Dabei werden rekursive Residuen, mithin einperio-
dige Prognosefehler mit konstanter Varianz verwendet. In einem ersten Schritt wird das
Regressionsmodell nur fiir die ersten r—1 Beobachtungen geschétzt. Fiir den Zeitpunkt r

ergibt sich der Vorhersagefehler
287 W =(,-xp )",

der mit dem Faktor

@88) £ =(+x(x X )'x)

normiert wird. Wegen (2.8.4) bewirkt die Normierung, dass u, eine konstante Varianz
von o hat. Die Prognosefehler sind daher homoskedastisch und unkorreliert, sofern die
Storterme des Regressionsmodells die klassischen Eigenschaften erfiillen. Ferner haben
sie unter der Nullhypothese eines konstanten Parameterregimes einen Erwartungswert
von 0. Dagegen wire ihr Erwartungswert aufgrund von (2.8.3) ungleich 0, wenn der

Vektor der Regressionskoeffizienten variiert.

Bei n Beobachtungen und k Regressoren lassen sich insgesamt n—k rekursive Residuen,
also homoskedastische einperiodige Prognosefehler berechnen. Der erste Prognosefeh-
ler ergibt sich in der Periode k+1 auf der Basis eines Modells, das fiir die ersten k
Beobachtungen geschitzt ist. Nach Ermittlung der Ein-Schritt-Prognose wird der Stiitz-
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zeitraum der Regression um eine weitere Beobachtung verldngert. Das Verfahren wird

wiederholt, bis das Ende des Beobachtungszeitraums erreicht ist.

Der CUSUM-Test unterstellt unter der Nullhypothese einen konstanten Parametervektor
B . Falls der Vektor der Regressionskoeffizienten bis zu einem bestimmten Zeitpunkt
r=k+1,...,n konstant ist und danach variiert, haben die rekursiven Residuen wegen
(2.8.3) bis zum Zeitpunkt des Strukturbruchs einen Erwartungswert von 0. Ab der
(r+1)ten Beobachtung ist der Erwartungswert dagegen ungleich 0. Daher kann man aus
der Entwicklung der kumulierten rekursiven Residuen

(2.8.9) W, :l Zr:ﬁj

O j=k+1

im (r, W;)-Diagramm Informationen iiber einen moglichen Strukturbruch erhalten.
Unter der Nullhypothese eines unverdnderten Parametervektors ist E(W,)=0, da die
Cusums W, Linearkombinationen der rekursiven Residuen sind. Die Nullhypothese
wird daher verworfen, wenn sich die Cusums signifikant von 0 unterscheiden. Da das
Regressionsmodell von konstanten Parametern ausgeht, wird die endogene Variable
nach einem Strukturbruch iiber- oder unterschitzt. Entsprechend sind die rekursiven
Residuen ab diesem Zeitpunkt systematisch positiv oder negativ. Die Cusums nehmen
betragsméfig zu und werden nach Ablauf einiger Perioden, etwa in der Periode r* ihre
Signifikanzgrenzen iiberschreiten. Dann wire der Bruch auf eine oder mehrere Perioden
vor r* zu datieren. Je stirker der Strukturbruch ausgeprigt ist, desto ndher liegt er am

Zeitpunkt r*, ab dem die Cusums nicht mehr vernachldssigbar sind.

Dariiber hinaus werden in der Partialsumme (2.8.9) standardisierte rekursive Residuen
verwendet, wobei sich ¢ zunichst durch die Standardabweichung der OLS-Residuen
abschitzen lisst. Diese Strategie kann jedoch zu einer Uberschitzung der wahren Stan-
dardabweichung fiihren. In der Folge liegen die Cusums néher bei 0, so dass die Giite
des Tests nachlédsst und hohere Fehler 2. Art zu erwarten sind. Daher kann alternativ der
Schitzer nach Harvey (1975)
1 n . 1/2 _ 1 n
(28.10) 6= ( > (@, —ﬁ)j mit ¥ = i,

n-k-15 n-k 55

verwendet werden, der die Standardabweichung auf der Basis der rekursiven Residuen
berechnet. Im Gegensatz zum Mittelwert der OLS-Residuen kann das Mittel der rekur-
siven Residuen von 0 verschieden sein. Der Mittelwert der rekursiven Residuen kann

bei einem Strukturbruch wachsen, wodurch die geschitzte Standardabweichung kleiner
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wird. Damit wird es eventuell eher moglich, dass die Cusums bei einem Strukturbruch
tatsdchlich signifikant von 0 verschieden sind.

Die Priifgrofe (2.8.9) folgt keiner Standardverteilung. Der Annahmebereich der Null-
hypothese ldsst sich durch ein Paar linearer Funktionen im (r, W;)-Diagramm angeben.
Da die Varianz der Cusums approximativ durch E(WVZ): r—k gegeben ist und daher
mit steigendem r wéchst, werden die linearen Funktionen so festgelegt, dass ihr verti-
kaler Abstand mit steigendem r zunimmt. Sofern die Cusums die Grenzen des Annah-

mebereichs durchlaufen, wird die Nullhypothese abgelehnt.

Es lasst sich zeigen, dass der Annahmebereich der Nullhypothese durch das Paar sym-

metrisch verlaufender Geraden

-k r—-k
2.8.11 —avn—k —2a r und avn-k +2a
( ) Vn-k Vn-k

gegeben ist. Der Parameter a wird in Abhéngigkeit von der gewdhlten Irrtumswahr-

scheinlichkeit festgelegt (Brown, Durban und Evans, 1975). Die Grof3e a ist bei einem
Signifikanzniveau von 5% gleich 0,948; bei einem Signifikanzniveau von 10% nimmt a
den Wert 0,850 an.

Der CUSUM-Test ist nur eingeschrinkt praktikabel, wenn die Variationen im Vektor
der Regressionskoeffizienten nicht systematisch sind. In diesem Fall konnen sich posi-
tive und negative Prognosefehler in den Cusums saldieren, so dass das Verfahren even-
tuell falschlicherweise Stabilitit suggerieren kann. Ein dhnlicher Effekt ist zu erwarten,
wenn im Beobachtungszeitraum mehrere Strukturbriiche vorliegen und sowohl positive
als auch negative Prognosefehler verursachen. In solchen Situationen hat die Methode
nur eine geringe Giite. Als Alternative zum CUSUM-Test bietet sich hier der
CUSUMSQ (cumulative sum of squares)-Test an, der auch auf den rekursiven Resi-
duen basiert. Die Cusums of Squares sind durch

(28.12) Z = Zr:ﬁf/ iﬁf =W, /W,

k1 j=k+1

definiert. Die Cusum of Squares geben die Anteile der Summe der bis zum Zeitpunkt r
quadrierten rekursiven Residuen an der gesamten Residuenquadratsumme an. Unter der
Nullhypothese eines konstanten Parameterregimes folgen die Cusum of Squares einer
Beta-Verteilung. Thr Erwartungswert ist durch E(Z,)=(r—k)/(n—k) gegeben und

steigt linear von 0 (r=k) bis auf 1 (r=n). Sofern die Cusums of Squares im (r, Z;)-Dia-
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gramm signifikant von dieser Vorgabe abweichen, ist ein solches Ergebnis als Indiz

gegen die Annahme stabiler Regressionsparameter zu werten.

Der Annahmebereich der Nullhypothese wird durch ein Linienpaar festgelegt, welches

parallel zum Erwartungswert verlauft. Die Parallelen sind durch

(2.8.13)  tc+(r—k)/(n—k)

identifiziert. Der Parameter c ergibt sich in Abhingigkeit vom gewéhlten Signifikanz-
niveau. Er ist bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 0,05 gleich 1,115, wenn n=100
Beobachtungen vorliegen. Die Nullhypothese wird verworfen, sobald die Cusums of

Squares den durch (2.8.13) identifizierten Annahmebereich verlassen.

Beispiel 2.8. 1: Die Annahme der Parameterstabilitdt in der Konsumfunktion soll mit
dem Cusum- und Cusum-of-Squares-Test iiberpriift werden. Bei einer graphischen

Darstellung der Cusums und der Cusums of Squares ergibt sich

Cusums Cusums of Squares

0.8

04

0.0

-104

R E—— 0644
76 78 80 82 84 86 88 90 92 76 78 8 82 84 86 88 90 92

Beide Reihen verlaufen innerhalb der Signifikanzgrenzen, die fiir ein Signifikanzniveau
von 5% ausgewiesen sind. Damit liefern die Tests kein Indiz auf Parameterinstabilitét.
Zusitzlich lassen sich die rekursiven Parameterschitzer fiir die Konstante und die mar-

ginale Konsumneigung betrachten,



2.8 Tests auf Parameterstabilitit 223

Zeitvariable marginale Konsumquote Zeitvariables absolutes Glied

1.4 200

-200 -

-400

64— 60+
79 80 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91 92 79 80 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91 92

auf deren Basis die rekursiven Residuen berechnet sind, welche dann die Grundlage fiir
die CUSUM-Tests bilden. Die durchgezogene Linie entspricht jeweils dem geschétzten
Parameter, wihrend die gestrichelten Linien den Bereich von +2 Standardabweichungen
um den jeweiligen Schitzwert markieren. Die rekursiven Parameterschitzer weisen
durchaus Fluktuationen auf. Dariiber hinaus liegt die marginale Konsumneigung in
Unterzeitrdumen etwa bis 1985 eher tiber ihrem Maximalwert von 1. Fiihrt man als er-
ginzende Priifung einen Chow-Test im Zeitpunkt 1984 durch, ergibt sich ein Wert der
Teststatistik von 3,88, der auf dem 5%-Niveau signifikant ist. Zum einen konnen die
Parameter in der Konsumfunktion tatsichlich instabil sein und sich im Zeitablauf ver-
schoben haben. Zum anderen kann eine Fehlspezifikation des Zusammenhangs fiir das

Ergebnis verantwortlich sein.

2.8.3 RESET- und Harvey-Collier-Test

Das Problem variierender Regressionskoeffizienten, das z.B. der CUSUM- oder der
CUSUMSQ-Test diagnostizieren kann, mag einerseits auf eine tatsdchliche Verschie-
bung des Einflusses exogener Variablen deuten. Andererseits kann eine Widerlegung
der Hypothese eines konstanten Parameterregimes aber auch mit einer Fehlspezifikation
des Regressionsmodells begriindet sein. Daher sind ergidnzend Tests zu diskutieren, die

auf den Modellzusammenhang abzielen.
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Ein genereller Test auf die Modellspezifikation ist der RESET-Test von Ramsey (1969).
Das Verfahren ist anwendbar, wenn {iberpriift wird, ob im gewihlten Ansatz wichtige
Erkldrungsvariablen fehlen. Dariiber hinaus ldsst sich der funktionale Zusammenhang

evaluieren.

Der RESET-Test basiert auf der Regression
28.14) y=Xp+Zy+u

in der Z eine nxm-Matrix und y ein mxl-Parametervektor ist. Der urspriingliche
Modellzusammenhang wird mit Zy erweitert. Es wird getestet, ob die Variablen in der
Matrix Z gemeinsam signifikant sind. In einem solchen Fall ist die Priifgrofie bei nor-
malverteilten RestgroBen allgemein F-verteilt, wobei m und n-k die entsprechenden

Freiheitsgrade bezeichnen. Sofern die Nullhypothese y=0 verworfen wird, ist das ur-
springliche Modell y = Xp +u fehlspezifiziert.

Als Kandidaten fiir die Z-Matrix werden Potenzen der geschitzten Werte der endoge-
nen Variablen herangezogen, die man aus dem urspriinglichen Modell erhélt. Damit hat

man
2815  Z=(%9.5"...).

Die Potenzen approximieren die potenziell unberticksichtigten Grofen. AuBBerdem wird
durch diese Strategie der funktionale Zusammenhang mit einbezogen. Die nicht poten-
zierten Schitzwerte der endogenen Variablen werden nicht in die Z-Matrix aufgenom-

men, da sie sich als Linearkombination der Regressoren in X ergeben.

Die funktionale Form des Modellzusammenhangs lasst sich schlieBlich durch das Ver-
fahren von Harvey und Collier (1977) tberpriifen. In der Nullhypothese wird eine
lineare Beziehung zwischen y und dem j-ten Regressor vermutet, wiahrend der Zusam-
menhang unter der Alternativhypothese konvex oder konkav ist. Hierbei werden die
Beobachtungen in einem ersten Schritt so umgruppiert, dass ihre neue Reihenfolge den
aufsteigenden Werten des j-ten Regressors entspricht. AnschlieBend werden fiir das so
transformierte Modell einperiodige Prognosefehler, mithin rekursive Residuen berech-
net. Ist die wahre Beziehung zwischen y und x; konvex, sind die n-k Prognosefehler und
ihr Mittelwert tendenziell positiv. Der Mittelwert ist negativ, wenn die Beziehung kon-

kav ist. Dann wiirde eine lineare Prognose die tatsdchliche Entwicklung {iberzeichnen.

Sofern die Nullhypothese zutrifft, ist der Erwartungswert der rekursiven Residuen
gleich 0, so dass auch ihr absoluter Mittelwert relativ klein sein sollte. BetragsméBig
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hohe Mittelwerte fithren dagegen zu einer Ablehnung der Linearititshypothese. Da die
Standardabweichung der rekursiven Residuen durch (2.8.10) gegeben ist, erhdlt man die
Teststatistik

3G, /n-k)
28.16) 9= = —
[;(ar_a)z /(n_k_l)j

die t-verteilt mit n-k-1 Freiheitsgraden ist. In der Anwendung empfiehlt es sich, den
Harvey-Collier Test fiir verschiedene ausgewihlte Regressoren durchzufiihren.

Beispiel 2.8. 2: Ob die Konsumfunktion fehlspezifiziert ist, wird mit dem RESET-
Test tiberpriift. Dazu werden Potenzen der geschitzten Werte der endogenen Variablen
als weitere Regressoren einbezogen. Bei der zweiten sowie zweiten und dritten Potenz
ergeben sich die empirischen F-Werte von 2,70 und 6,88. Der letztgenannte Wert ist be-
reits auf dem 1%-Niveau signifikant. Damit erhértet sich der Eindruck, dass die Kon-
sumfunktion fehlspezifiziert ist. Denkbar wire die Verwendung einer alternativen
Einkommensgrole wie z.B. das permanente Einkommen (Friedman, 1986) oder des
Lebenseinkommens (Modigliani, 1986); alternativ kdme eine Einbeziehung latenter
Konstrukte wie z.B. das Konsumklima in Betracht (s. hierzu Kosfeld, 1996). .

2.8.4 Jarque-Bera-Test

AbschlieBend soll eine Test von Jarque und Bera (1980) dargestellt werden, mit dem
sich die Annahme normalverteilte Storterme {iberpriifen ldsst. Diese Annahme wird in
verschiedenen Hypothesentests vorausgesetzt. Der Test basiert auf der Schiefe SK und
der Wolbung K der Verteilung der Residuen. Dabei werden Abweichungen von der
Normalverteilung in Form dieser beiden Groflen gemessen. Tatsdchlich impliziert die
Normalverteilung einen Schiefeparameter von 0 und eine Wolbung von 3. Als Prif-

grofBe wird

(2.8.17) JB= n;k(SKz +i(K—3)2]
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verwendet. Dabei bezeichnet n die Anzahl der Beobachtungen und k die Anzahl der
Regressoren, die zur Schitzung des Modells und damit zur Berechnung der Residuen
bendtigt werden. Die Teststatistik ist unter der Nullhypothese eines normalverteilten
Storprozesses asymptotisch Chi-quadrat-verteilt mit 2 Freiheitsgraden.

Beispiel 2.8. 3: Die Residuen der Geldnachfragefunktion haben einen Schiefekoeffi-
zienten von 0,226 und eine Wolbung von 2.526. Einsetzen dieser Werte in die JB-Sta-
tistik ergibt einen Wert der Priifgro8e von 0,36, der deutlich unterhalb des kritischen
Wertes der Chi-Quadrat-Verteilung bei 2 Freiheitsgraden liegt. Es ist davon auszu-

gehen, dass die Residuen der Geldnachfragefunktion normalverteilt sind. .

Aufgaben

(2.8.1)  Testen Sie die Geldnachfragefunktion (Daten siche Beispiel 2.1.2) auf der
Basis des CUSUM-Tests auf Parameterinstabilitét («=0,05)!

(2.8.2)  Inwiefern ladsst sich der RESET-Test als Spezifikationstest interpretieren?

(2.8.3) Wenden Sie den RESET-Test auf die Geldnachfragefunktion (Daten siehe
Beispiel 2.1.2) an (a=0,05)!

(2.8.4)  Lisst sich eine Normalverteilung der Storgrofie der Keynes’schen Konsum-
funktion (Daten siehe Beispiel 2.1.1) auf dem 1%-Niveau aufrechterhalten?
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2.11 Robuste Regression

2.11.1  Begriff der Robustheit

Die Optimalititseigenschaften 6konometrischer Schitzmethoden sind nur dann ge-
geben, wenn die zugrunde liegenden Modellannahmen in der Realitét erfiillt sind. Ins-
besondere muss fiir inferenzstatistische Zwecke in der Regel eine Normalverteilung der
StorgroBen unterstellt werden, was unter bestimmten Bedingungen durch den Zentralen
Grenzwertsatz der Statistik begriindet werden kann. Ob seine Giiltigkeit allerdings vor-
ausgesetzt werden kann, hidngt vor allem davon ab, ob die Storgroflen als gleichwertig
und unabhingig voneinander angesehen werden kénnen. Das Problem der Autokorrela-
tion verdeutlicht, dass sich die Unabhingigkeitsannahme keinesfalls von vornherein als
gegeben unterstellen l4sst. Ausreiller, die z.B. durch Streiks, Krisen, Malnahmen, Son-
dereinfliisse oder grobe Fehler auftreten, konnen eine Dominanz bestimmter Storgrofen
zur Folge haben, die der Vorstellung einer Gleichwertigkeit von Zufallseinfliissen im
Wege stehen. Die Verteilung der Storvariablen wird dann oftmals "schwerere Enden”
(heavier tails) haben als im Falle einer Normalverteilung. Optimalitdtseigenschaften wie
z.B. das GauB-Markow-Theorem gelten dann nur noch fiir eine eng begrenzte Klasse
von Schitzern, nicht jedoch mehr generell, wie es unter einer Normalverteilung der Fall

waire.

In der Praxis werden 6konomische Daten nie vollstindig mit den Modellannahmen kon-
form sein. Allein aufgrund von Erhebungsfehlern ist nicht zu erwarten, dass ein Vertei-
lungsmodell wie z.B. die Normalverteilung ohne weiteres unterstellt werden kann. Man
bezeichnet die Daten dann als verschmutzt oder kontaminiert. Kritisch ist die Frage ein-
zuordnen, inwiefern Kontaminationen eine Inferioritit 6konometrischer Verfahren her-
vorrufen konnen. Ein 6konometrisch-statistisches Verfahren kann, muss aber nicht not-

wendig sensitiv auf Datendefekte und Modellabweichungen reagieren.

Ein Schitz- oder Testverfahren heif3t robust, wenn es bei Modellabweichungen wei-
terhin im Kern zuverlissig arbeitet. Dies ist aber gerade bei klassischen Schitzverfah-
ren hiufig nicht gegeben. Wie Tukey (1960) gezeigt hat, kann bei einer unmodifizierten
Kleinst-Quadrate-Schétzung ein geringer Ausreifleranteil ausreichen, um die Schitzung
inferior werden zu lassen. Ein robustes Schitzverfahren orientiert sich dagegen an der
Masse der Daten (Wahrendorf, 1980; Brachinger, 1981; Hampel et al., 1986). Der Ein-
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fluss atypischer Beobachtungen ist dabei begrenzt und geht mit zunehmender Devianz
gegen Null. Aus dieser Sicht lieBe sich ein robustes Schitzverfahren als ein klassisches

Schitzverfahren in Verbindung mit einer Ausreifleranalyse interpretieren.%’

Die Inferioritdt eines statistischen Verfahrens bei Modelldefekten zeigt sich in Form
von Effizienzverlusten. Klassische Schitz- und Testverfahren weisen vor allem bei Aus-
reiflern oft hohe Effizienzverluste auf, da von ihnen unkontrollierte Effekte ausgehen
konnen. Eine Schitzung wird dadurch leicht in die Richtung eines oder mehrerer Aus-
reifler "verzerrt", so dass sie nicht mehr die Struktur der Masse der Beobachtungswerte
wiedergibt. Wenn man aus der Stichprobe die Ausreifler entfernen wiirde, konnte sich
ein vollig unterschiedliches Bild ergeben. Ein robustes Verfahren zielt dagegen darauf
ab, atypische Beobachtungswerte bei einer Parameterschitzung oder einem Hypothe-
sentest in dem Sinne unter Kontrolle zu halten, dass die Ergebnisse durch sie nicht be-
liebig verzerrt werden konnen. Bei unterschiedlichen Stichproben liegen z.B. robuste
Schétzer im Falle von Datenkontaminationen nicht so weit auseinander wie die klassi-
schen Schitzer. Robuste Schétzer besitzen in solchen Situationen im Allgemeinen eine
hohere Effizienz, was eine groBere Zuverlédssigkeit der Schitzung bedeutet.

Robuste Verfahren stellen jedoch nicht ein Allheilmittel dar, das ohne weiteres eine gu-
te Datenanalyse gewihrleistet. Vielmehr ist bei ihrer Anwendung oft ein Vergleich mit
einer klassischen Schitzung wie z.B. der OLS-Methode sinnvoll, um eventuelle Mo-
delldefekte aufspiiren zu konnen. Wenn die Schitzungen zu dhnlichen Ergebnissen fiih-
ren, wird man héufig von einer zuverldssigen Interpretationsbasis ausgehen konnen.
Andernfalls lassen sich vielleicht auBergewohnliche Ereignisse identifizieren, auf die
die Unterschiede zuriickgefiihrt werden konnen. Es ist dann die Aufgabe des Okono-
metrikers, eine entsprechende Bewertung vorzunehmen. Dabei kann im Einzelfall
durchaus ein singuldres Ereignis im Vordergrund der 6konometrischen Analyse stehen,
wenn es z.B. darauf ankommt, die Effekte einer wirtschaftspolitischen MaBinahme auf
bestimmte 6konomische Variablen einzuschitzen. Wenn die Datenstruktur dagegen im
Vordergrund steht, werden Ausreifler dagegen hiufig problematisch sein, da sie in der
Regel nicht als Gleichgewichtsdaten im Sinne der 6konomischen Theorie interpretiert

werden konnen. Robuste Verfahren konnen dann als Bereicherung des 6konometrischen

67 Ein AusreiBer kann einen verzerrenden Einfluss auf die Schitzung eines konometrischen Modells
haben, es muss jedoch nicht notwendig so sein. Aus diesem Grunde stehen einflussreiche Beobach-
tungen im Blickpunkt des Interesses, die durch eine spezielle Form der Ausreifleranalyse, einer Ein-
flussdiagnostik, ermittelt werden konnen. Sie basiert auf dem Konzept der Einflussfunktion, das von
Hampel (1974) entwickelt worden ist. Zu einer Einflussdiagnostik speziell fiir die Regressions-
analyse und okonometrische Modelle s. Belsley, Kuh und Welsch (1980).
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Instrumentariums angesehen werden, sofern von ihnen sachgerecht Gebrauch gemacht
wird. Aus diesem Grund stellen wir zwei alternative robuste Schétzverfahren fiir 6ko-
nometrische Eingleichungsmodelle vor, die einen Eindruck iiber die Prinzipien und Ar-

beitsweisen robuster Verfahren vermitteln sollen.

2.11.2  Verallgemeinerte Maximum-Likelihood-Schétzung
(M-Schétzung)

Gegeben ist das multiple Regressionsmodell
y=Xp+u,
das sich fiir die Periode t durch
Ve =X P+uy
mit
Xy = (1 Xot X3¢ v Xy )’
darstellen ldsst. Unter der Annahme einer Normalverteilung der Storvariablen u, erhélt

man mit der gew6hnlichen Methode der kleinsten Quadrate (OLS-Methode) und der

Maximum-Likelihood-Methode (ML-Methode) einen identischen Schétzer fiir den Pa-
rametervektor p. Um einen robusten M-Schétzer fiir das multiple Regressionsmodell zu

entwickeln, unterstellen wir zundchst einmal tatsdchlich eine Normalverteilung der
Storvariablen u,. Ihre Dichtefunktion ist dann durch

1 1 zj 1 { 1 , 2}
exp| ——u; |= exp| — y,—x'\ B
2nc ( 2t 2nG 262( LX)

gegeben. Die ML-Schétzung basiert nun auf der Likelihood-Funktion

ft(ut):

o= 11 )= o o] -y x|

(2n) 26" =1 c
die in logarithmierter Form
n

InL(p, 62 )= —nn(y270) - 2% 2 (v~ x' B’

c-t=
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lautet. Wenn wir der Einfachheit halber die Stérvarianz o2 zunéchst einmal als gegeben
betrachten, erhélt man den ML-Schétzer fiir B offenbar durch Minimierung der Funk-

tion
@ILD L*()= 2y, X

die von den quadrierten Differenzen zwischen den Beobachtungswerten y, der endo-
genen Variablen und den Regressionswerten y, abhéngig ist. Angenommen, die Daten-
basis besteht nicht ausschlieBlich aus "guten" Beobachtungswerten, sondern sie mit
Ausreiflern kontaminiert.®® Dann hitten atypische Beobachtungen, die kontrar zur Mas-
se der Daten liegen, einen auBlergewohnlich groen Einfluss auf die Lage der Re-
gressionsgeraden oder -ebene, da ein groles Abweichungsquadrat nur durch viele klei-
nere Abweichungsquadrate gewohnlicher Beobachtungen ausgeglichen werden kann.
Die Regressionskoeffizienten wiirden bei einer ML-Schétzung dadurch einseitig in die

Ausreiflerrichtung verzerrt werden.

Bei der verallgemeinerten Maximum-Likelihood-Schéitzung (M-Schitzung) ver-
zichtet man auf eine Optimalitdt im Falle einer exakten Normalverteilung zugunsten ei-
ner hohen Effizienz der Schétzung in einer breiten Modellumgebung. Man erreicht dies,
indem man anstelle der quadrierten Abweichungen (yt - x'tB)2 alternative Funktionen p

der Storvariablen u, betrachtet, die weniger empfindlich gegeniiber Ausreifiern sind. Die

modifizierte Likelihood-Funktion (2.11.1) nimmt damit die Form
n
(2112)  L*(B)=Z ply, ~x'B)

an, aus der ein verallgemeinerter Maximum-Likelihood-Schitzer (M-Schétzer) fiir den
Parametervektor gewonnen werden kann (vgl. hierzu Li, 1983, S. 291ff.; Heiler, 1980,

S. 391f.). Sofern die Funktion p differenzierbar ist, erhdlt man mit p'(u)=y(u) einen M-
Schitzer fiir B aus der Beziehung

68 ModellmiBig kann man sich eine kontaminierte Datenbasis so vorstellen, dass der Anteil 1-¢ der
"guten" Beobachtungen aus einer Normalverteilung ® mit einer Varianz von 62 und der Anteil € der
atypischen Beobachtungen aus einer Normalverteilung ® mit einer Varianz von ko? stammt:

F(u):(1—s)~cp(uo,cz)+s.qn(uo,k.czl k>1-

Es handelt sich dabei um ein Modell einer "Mischverteilung", die Ausreiler erzeugen kann. Die
Mischverteilung F reprisentiert eine Wahrscheinlichkeitsverteilung der StorgréBe u mit einer grof3e-
ren Wahrscheinlichkeitsmasse in den dufleren Bereichen (vgl. hierzu Wahrendorf, 1980, S. 3f., und
Brachinger, 1981, S. 330f).
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(2.11.3) El“’(yt —x', B)x, =0,

die die notwendige Bedingung fiir einen Extremwert wiedergibt. Fiir p(u, )= u? / 2 ist
y(u,)=1u,, so dass durch (2.11.2) und (2.11.3) der OLS-Schitzer B definiert ist, der
mit dem Maximum-Likelihood-Schitzer fiir p M Ubereinstimmt, wenn die Storgréfien

einer Normalverteilung folgen. Eine solche Wahl der y-Funktion erfolgt jedoch im
Rahmen einer robusten Schitzung nur fiir die "guten" Daten. Fiir einen robusten M-
Schitzer B;/I ist daher eine geeignete Form der y-Funktion zu wihlen.

Anschaulich kann ein M-Schitzer fiir den Parametervektor p als modifizierter Kleinst-
Quadrate-Schitzer interpretiert werden. Wenn man
Qild)  w, = Y0XiP)

Ye—X'¢B

setzt, geht (2.11.3) in die Form
n

@115 Y wi(y,—x'B)x, =0
t=1

tiber. Die GroBen w, lassen sich hierin als Gewichte der Beobachtungen einer Regres-
sion der endogenen Variablen y auf die exogenen Variablen x;, X,, ...,X; deuten. Der
Unterschied gegeniiber der Bestimmungsgleichung eines OLS-Schitzers fir f besteht
allein darin, dass die Gewichte w, in (2.11.5) allgemein von 1 verschieden sein kénnen.
Ein robuster M-Schitzer B;,l ist somit ein gewichteter Kleinst-Quadrate-Schiitzer des

Parametervektors P, der jedoch iteriert werden muss, um die Gewichte w, nach und

nach zu verbessern. Bei einer Ein-Schritt-Losung des Gleichungssystems
n n

(2.11.6) > wiyx =Y wx' Bx, ,
t=1 t=1

das sich durch Umformung von (2.11.5) ergibt, entsprechen die Gewichte w, der Beo-

bachtungen im Allgemeinen noch nicht denen einer robusten Anpassung. Man be-
zeichnet den Ein-Schritt-Schitzer fiir § als W-Schétzer. Der M-Schitzer kann dann als
vollstindig iterierter W-Schiitzer interpretiert werden. Diese Methode zur Bestim-
mung eines M-Schitzers fiir den B-Faktor ist unter dem Namen "iteratively reweighted

least-squares" bekannt.®.

69 Sie geht auf Holland und Welsch (1977) zuriick. Vgl. auch Li (1983), S. 306f.
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Bisher ist die Residualvarianz 62 der Einfachheit halber als gegeben angenommen wor-
den. Tatséchlich ist sie jedoch ebenfalls aus den okonomischen Daten zu schitzen.
Wihrend der OLS-Schitzer fiir den Parametervektor B skaleninvariant ist,’0 gilt dies
fiir die robusten Schitzfunktionen mit Ausnahme des "least absolute residuals"-Schét-
zers (LAR-Schitzer) nicht. Es sei 6*2 ein robuster Skalenschétzer fiir die Residual-
varianz o2. Dann ist der W-Schitzer fiir den Vektor B der Regressionskoeffizienten aus

der Beziehung

zu bestimmen, in der die Residuen
_ ]
u =y —x'p

im Unterschied zu (2.11.3) als Vielfaches des robusten Skalenschétzers c* gemessen
werden. Fiir den Ein-Schritt-Schitzer B bietet sich z. B. der Median der absoluten Ab-
weichungen (MAD) nach einer Adjustierung als robuster Skalenschitzer an. Eine Ad-
justierung ist erforderlich, um Niveauunterschiede zwischen dem MAD und der Stan-
dardabweichung auszugleichen.”! Der MAD ist einfach zu berechnen, und er ist
aufgrund seines hohen Bruchpunkts von nahezu 50 % &duflerst resistent gegeniiber Aus-
reiflern.”? Bei einer Iterierung des W-Schitzers kann die Residualvarianz 62 jeweils aus

den Residuen der robusten Anpassung geschétzt werden.

Um den Einfluss von Ausreiflern auf die Schitzung zu begrenzen, hat Huber (1964) die

Verwendung der y-Funktion

oli)-|

fiir ‘u’f‘sk
k~sgn(ur) fiir ‘ui‘ >k

vorgeschlagen 73, womit sich die Gewichtsfunktion

70 Der Begriff der Skaleninvarianz stammt aus der Terminologie der robusten Statistik, in der die Vari-
anz bzw. Standardabweichung als Skalenparameter bezeichnet werden.

71 Unter einer Standardnormalverteilung entspricht der MAD dem 0,6745-fachen der Standardab-
weichung.

72 Der Bruchpunkt gibt den Anteil von AusreiBern an, der ausreicht, um einen Schitzer tiber alle Gren-

zen verdndern zu konnen. Vgl. Barnett und Lewis (1978), S. 69f.; Brachinger (1981), S. 333.

Bei der Definition der y-Funktion ist von der Vorzeichenfunktion sgn(u*) Gebrauch gemacht wor-

den, die bei positivem u gleich 1, bei negativem u gleich -1 und fiir u* gleich null ebenfalls 0 ist.

73
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1 fur\ui\sk

W, = k/ *

Uy

fiir ‘ur‘ >k
ergibt. Die GroBe uy steht darin fiir die standardisierten Residuen:
ug =(y —x'B)/o*.

Beim Huber-Schitzer wird dem Problem Rechnung getragen, dass deviante Beobach-
tungen aufgrund ihrer groBen Residuen unter Umstidnden bei einer OLS-Schitzung ei-
nen groferen Einfluss auf die GroBenordnung der Regressionskoeffizienten haben als
eine Vielzahl konformer Beobachtungen gleichzeitig. Dies erfolgt dadurch, dass von ei-
ner bestimmten Grenze k der standardisierten Residuen ab die Gewichte der Beobach-
tungen verringert werden. Auf diese Weise wird sichergestellt, dass die Regres-
sionskoeffizienten nicht einseitig von auBergewohnlichen Beobachtungen bestimmt
werden. Der Parameter k hat dabei die Funktion eines Steuerungsparameters. Je grofier
(kleiner) k ist, umso stirker (schwicher) muss die Devianz einer Beobachtung sein, um

als Ausreifler eingestuft zu werden. Fiir k—oo0 geht der M-Schitzer von Huber in den
ML-Schétzer ﬁ tiber.

Der Huber-Schitzer ist jedoch nur als eine Moglichkeit zu verstehen, einen M-Schitzer
zu operationalisieren. Als Alternativen hierzu kommen der Hampel-Schitzer, Tukeys
biweight und Andrews wave in Betracht, die sich von ihrer Struktur her dhnlich sind (s.
hierzu z.B. Li, 1983, S. 293ff.). Sie unterscheiden sich von Hubers Schitzer dadurch,
dass bei ihnen der Einfluss von Ausreilern mit zunehmender Entfernung von einem be-
stimmten Punkt ab stetig auf null zuriickgefiihrt wird. Auf eine Diskussion der unter-
schiedlichen Varianten der M-Schitzer wird hier verzichtet, da bei dkonometrischen
Anwendungen unseres Erachtens nach ein anderer robuster Schétzansatz eine bessere

Kontrolle von Ausreiflern gewihrleistet.

2.11.3  Die Reweighted-Least-Squares-Methode (RLS-Methode)

Anhand der verallgemeinerten Maximum-Likelihood-Methode lisst sich das Prinzip ei-
ner robusten Schitzung anschaulich erldutern. Die verallgemeinerte Maximum-Likeli-
hood-Methode tragt Ausreiflern in der abhéngigen Variablen dadurch Rechnung, dass

sie ihren Einfluss auf die Modellschitzung begrenzt oder ausschaltet. Eine Kontrolle
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derartiger Ausreiler ist somit ohne weiteres gegeben. Allerdings kénnen Ausreifler
nicht nur in der endogenen Variablen auftreten, sondern ebenfalls in den exogenen Va-
riablen. Vor solchen extremen Werten bietet die M-Schitzung keinen Schutz.’* In dieser
Situation ist die Reweighted-Least-Squares-Methode (RLS-Methode) von Rousseeuw
(1984) bzw. Rousseeuw und Leroy (1987) vorzuziehen, die beiden Ausreilertypen ge-

recht wird.

Mit der Reweighted-Least-Squares-Methode wird ein Schitzer fiir den Parameter-
vektor B durch Minimierung der Kriteriumsfunktion

Q117 W(B)=> w(y,-x'B)
t=1

bestimmt (Rousseeuw und Leroy, 1987, S. 14{f. und S. 441f.). Die Gewichte w, der Be-

obachtungswerte hdangen von ihrer Lage im k-dimensionalen Variablenraum ab. Je mehr
sich eine Beobachtung von der Korrelationsstruktur der Masse der Daten entfernt, um
so eher wird ihr Gewicht bei Null liegen. "Gute" Beobachtungen erhalten dagegen ein
Gewicht von Eins, sofern eine Normierung der Gewichte auf dem Intervall [0; 1] erfolgt

ist.

Prinzipiell lédsst sich die RLS-Methode mit einem stetigen Gewichtungsschema durch-
fithren. Wenn jedoch Ausreiller aus einer robusten Modellschitzung identifiziert und
ausgeschlossen werden sollen, dann bietet sich eine 0,1-Gewichtung an. Rousseuw und
Leroy (1987, S. 17) schlagen vor, eine Beobachtung mit 1 zu gewichten, sofern ihr Re-
siduum nach einer Standardisierung absolut die Schranke 2,5 nicht {iberschreitet; an-
dernfalls erhilt sie das Gewicht 0:

1 fir ‘uf‘ <25

Q.118) w, = . fnr\uf\>2,5'

Die Verwendung des Gewichtungsschemas (2.11.8) entspricht einer "harten" Verwer-

fungsregel fiir Ausreifler. Eine "glatte" Verwerfungsregel kann z.B. durch

74 Der Bruchpunkt (breakdown point), der den Anteil an AusreiBern misst, den ein Schitzer gerade
noch verkraften kann, ohne beliebig verzerrt werden zu konnen, betrdgt bei der M-Schitzung 1/n
(vgl. Rousseeuw und Leroy, 1987, S. 13f.). Dieser niedrige Wert des Bruchpunkts resultiert aus den
Problemen einer Kontrolle der Regressoren, deren Werte in der Okonometrie im Unterschied z.B.
zur Biometrie nicht vorgegeben sind, sondern beobachtet werden. Wihrend dort ein robustes Ver-
fahren nicht notwendig auch auf eine Begrenzung des Einflusses der Regressoren abstellen muss, ist
es bei Beobachtungswerten zur Vermeidung unerwiinschter Effekte wichtig, alle in die Regression
eingehenden Variablen unter Kontrolle zu halten.
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1 ﬁir‘uf‘SZ
2119)  w,=1(0) fir2<[u;|<3

0 fur ‘ur‘ >3

definiert werden. Beobachtungen, deren standardisierte Residuen im Intervall zwischen
2 und 3 liegen, werden dabei nicht unmittelbar als Ausreifler verworfen, sie erhalten je-

doch ein geringeres Gewicht als die "guten" Daten.

Zunichst muss jedoch bei unbekannten Gewichten eine Ausgangslosung gefunden wer-
den, um die Residuen und einen Skalenschitzer berechnen zu konnen. Die OLS-Me-
thode ist hierzu keine geeignete Wahl, da die Regressionsgerade in Richtung der Aus-
reifler zu liegen tendiert, so dass ihre Residuen in ihrer GréBenordnung unterschétzt
werden. In der RLS-Methode wird eine Ausgangslosung durch Minimierung des Me-

dians der quadrierten Residuen ermittelt (Rousseeuw und Leroy, 1987, S. 44ff.):

(2.11.10)  M(B)=med 4> ——>Min .
: p

Geometrisch wird mit der LMS-Methode (least-median of squares) der schmalste
Streifen bestimmt, in dem gerade die Hilfe der Beobachtungen liegt. Die LMS-Regres-
sionsgerade liegt genau in der Mitte dieses Streifens. Die LMS-Methode erweist sich als
duBerst robust und besitzt den hochstmoglichsten Bruchpunkt (Rousseeuw, 1984). Sie
stellt jedoch nicht die endgiiltige Losung dar, da ihre asymptotische Effizienz unbeftie-
digend ist. AuBBerdem sind keine Statistiken verfiigbar, die eine Bestimmung von Konfi-

denzintervallen und eine Durchfiithrung von Signifikanztests erlauben.

Der vorliufige Skalenschitzer 6 *(0) basiert auf der Zielfunktion der LMS-Methode:

@111y 6*9=cC. lmed? .
t

Der Korrekturfaktor C stellt eine unverzerrte Schiatzung des Standardfehlers unter einer
Normalverteilung sicher.” Nach Bestimmung der Gewichte w, z.B. nach Regel (2.11.8)

oder (2.11.9) unter Verwendung von G *(©) [isst sich ein neuer Skalenschitzer der Form

. 5 . .
75 Der Korrekturfaktor C ist durch C=1,4826- [1 = p] gegeben, wobei der reziproke Wert des ersten

Faktors dem Durchschnitt des MAD (median absolute deviation) bei einer Normalverteilung ent-
spricht. Vgl. Rousseeuw und Leroy (1987), S. 44; und Li (1985), S. 302.
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(2.11.12)  &*D =

bestimmen. Die Beobachtungen werden dann mit der auf der Grundlage des Skalen-
schitzers 6 *(1) ermittelten Gewichtsfunktion w, in die RLS-Schitzung einbezogen. Der
endgiiltige Skalenschitzer ™ ist ebenfalls von der Bauart (2.11.12), jedoch mit Gewich-
ten und Residuen, die aus der RLS-Methode resultieren. Bei Verwendung einer "harten"
Verwerfungsregel wie z.B. (2.11.8) lésst sich die RLS-Methode als Anwendung der ge-
wohnlichen Methode der kleinsten Quadrate auf einen von Ausreiflern bereinigten Da-

tensatz interpretieren.

Welche Verwerfungsregel fiir Ausreiler jedoch immer gewihlt wird: Vorteilhaft ist,
dass bei der RLS-Methode zur OLS-Methode vergleichbare Statistiken verfiigbar sind.
Bei der Berechnung der entsprechenden Statistiken ist jedoch die Gewichtsfunktion zu
beriicksichtigen. Die inferenzstatistischen Konzepte gelten allerdings nicht mehr als ex-
akt, da die zugrunde liegende Verteilungstheorie ungleich komplizierter ist als unter den
Voraussetzungen der OLS-Methode. In Monte-Carlo-Studien hat sich jedoch gezeigt,
dass die Approximationen hinreichend gut sind, wodurch zuverldssige Aussagen ermog-

licht werden.

Ein Beispiel soll die Ausreiflereffekte illustrieren, die bei einer 6konometrischen Schit-
zung eines Modells der Kapitalmarkttheorie auftreten konnen.”® Unseres Erachtens
kommt einer robusten Schétzung bei Finanzmarktdaten eine besondere Relevanz zu, da
sie haufig hochgradig volatil sind. Da einer Ausgangslosung mittels der LMS-Methode
effizient allein mit einem Rechner ermittelt werden kann, verzichten wir auf eine Illus-
tration der Rechentechnik. Vielmehr steht hier die Interpretation des Schétzergebnisses

im Mittelpunkt des Interesses.

Beispiel 2.11. 1: In der Kapitalmarkttheorie wird bei Finanzanlagen zwischen einem
systematischen und unsystematischen Risiko unterschieden. Das unsystematische Risi-
ko kann als wertpapierspezifisches Risiko durch Diversifikation eliminiert werden. Be-
wertungsrelevant ist allein das systematische Risiko, das die Sensitivitit eines Wert-
papiers in Bezug auf die Marktlage widerspiegelt.

76 Zur Anwendung robuster Schitzverfahren in der Kapitalmarkttheorie s. Kosfeld (1996), S. 78ff.
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Das Marktmodell von Sharpe (1963) geht in diesem Zusammenhang von einer linearen
Beziehung zwischen der Rendite r; des Wertpapiers j und der Rendite 1y, des "Markt-

portefeuilles" aus:

(21L.13) 1y =aj+Bj g +ug .

Der Storterm u, erfasst hierbei das wertpapierspezifische Risiko, das in dem Kapital-

marktmodell als Residualgroe mit einem Erwartungswert von Null und konstanter Va-
rianz aufgefasst wird. Das systematische Risiko wird dagegen durch den B-Faktor er-
fasst, der fiir das Portfoliomanagement eine entscheidungsrelevante Grofie darstellt.

Bei der okonometrischen Schitzung des Marktmodells muss das "Marktportefeuille"
geeignet operationalisiert werden. Hier soll das Marktmodell fiir die Karstadt-Aktie 6-
konometrisch geschitzt werden, wobei das Marktportefeuille durch den Deutschen Ak-
tienindex (DAX) erfasst wird. Als Ursprungsdaten werden die borsentdglichen Kurs-
notierungen der Karstadt-Aktie und der Indexwerte des DAX an der Frankfurter Wert-
papierborse fiir den Zeitraum vom 17.06.1994 bis zum 18.07.1994 verwendet:

Tag DAX-Index Aktienkurs Karstadt
17.06. 2058,09 595,00
20.06. 1968,82 580,00
21.06. 1983,27 589,00
22.06. 1994,42 587,00
23.06. 2022,10 584,00
24.06. 2005,31 570,00
27.06. 1988,60 557,00
28.06. 2018,26 552,00
29.06. 2046,30 584,00
30.06. 2025,34 575,00
01.07. 2036,52 573,00
04.07. 2054,40 578,00
05.07. 2032,69 580,00
06.07. 2035,70 579,00
07.07. 2043,85 576,00
08.07. 2050,85 572,50
11.07. 2065,66 580,00
12.07. 2048,05 583,00
13.07. 2054,00 587,00
14.07. 2055,62 568,00
15.07. 2093,61 560,50
18.07. 2098,19 565,00

Quelle: Handelsblatt (diverse Ausgaben)
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Aus den Kurznotierungen K;; eines Wertpapiers oder Portefeuilles j lassen sich die Ta-

gesrenditen rj; bestimmen:7’

Auf diese Weise erhilt man die Daten, auf die sich das Marktmodell (2.11.13) bezieht:

Tag Tagesrendite ryy des DAX | Tagesrendite ry, der Karstadt-Aktie
20.06. -0,0252 -0,0434
21.06. 0,0155 0,0073
22.06. -0,0034 -0,0196
23.06. -0,0051 0,0139
24.06. -0,0240 -0,0083
27.06. -0,0228 -0,0083
28.06. 0,0269 0,0149
29.06. 0,0210 0,0139
30.06. -0,0154 -0,102
01.07. -0,0035 0,0055
04.07. 0,0087 0,0088
05.07. 0,0035 -0,1060
06.07. -0,0017 0,0015
07.07. -0,0052 0,0040
08.07. -0,0061 0,0034
11.07. 0,0131 0,0072
12.07. 0,0052 -0,0085
13.07. 0,0069 0,0029
14.07. -0,0324 0,0008
15.07. -0,0132 0,0185
18.07. 0,0080 0,0022

Wenn man das Sharpesche Marktmodell mit der OLS-Methode schitzt, erhilt man fol-
gendes Ergebnis (t-Werte in Klammern):

£, =0,00085+0,44527-1,,,

(0,310) (2,543)
RZ =0254, F=6,469
Da die F-Statistik mit 6,469 den kritischen Wert Fj g5.1.;9 = 4,38 iibersteigt, ergibt sich

bei einem Signifikanzniveau von 5% ein statistisch gesicherter Zusammenhang zwi-

schen den Tagesrenditen der Karstadt-Aktie und den Tagesrenditen des DAX. Wegen

77 Eine Kursbereinigung im Falle von Dividendenzahlungen, Aktiensplits usw. ist hierbei nicht beriick-
sichtigt.
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F =6,469 <K g9.1.19 = 8,18 kann der Zusammenhang jedoch nicht als hochsignifikant

bezeichnet werden. Die Renditeschwankungen der Karstadt-Aktie kénnen zu 25,4 %
durch die Marktrendite "erklart" werden, die anhand der Indexwerte des DAX gemessen
wird. Wiahrend sich der B-Faktor auf dem 5 %-Niveau als signifikant erweist, ist das ab-

solute Glied nicht gegen Null gesichert.

Bei der OLS-Schitzung des Marktmodells werden jedoch Ausreifler beriicksichtigt, die
im borsentdglichen Handel aufgrund verschiedenartigster Informationen zustande
kommen konnen. Sie kdnnen sich im Nachhinein als korrekturbediirftig erweisen, wenn
sie sich als nicht bewertungsrelevant herausstellen. Hierzu zdhlen auch Saisonalititen
und Anomalien, die fiir den deutschen Aktienmarkt nachgewiesen werden konnten (s.
z.B. Frantzmann, 1987, S. 66ff.; Krimer und Runde, 1992). Da Ausrei3er unkontrol-
lierte Einfliisse auf die Wertpapier-Portefeuille-Beziehung haben kénnen, soll eine ro-
buste Schétzung durchgefiihrt werden, die die Struktur zwischen der Masse der Daten
offen legt. Die Schitzergebnisse der Reweighted-Least-Square-Methode (RLS-Me-
thode),

te, = 0,00407+0,34459-1,,,
(3,105) (4,290)

R2 20568, F=18407

zeigen nicht unbetrdchtliche Unterschiede zu den Ergebnissen der OLS-Schitzung. Bei
fiinf Ausreiflern hat die RLS-Methode eine Représentation von 76,2 % 78.0ffenbar tritt
die Relevanz des Marktmodells bei der OLS-Methode aufgrund von Ausreiflereffekten
nicht klar genug hervor. Bei einer Kontrolle des Ausreillereinflusses steigt der Erkla-
rungsgehalt des Marktmodells von 25,4 % auf 56,8 % an. Der Gesamtzusammenhang
ist bei einem Signifikanzniveau von 1 % statistisch gesichert. In der robusten Schitzung
ist das absolute Glied auf dem 5 %-Niveau signifikant, wéihrend der B-Faktor auf dem
1 %-Niveau signifikant ist. Die Sensitivitdt der Karstadt-Aktie gegeniiber den allgemei-
nen Markteinfliissen, die durch den B-Faktor gemessen wird, muss dagegen bei einer
Bereinigung der Ausreiflereffekte nach unten korrigiert werden. .

78 AusreiBer treten an folgenden Borsentagen auf: 20.6., 22.6., 5.7., 12.7., 15.7. Die ersten beiden Aus-
reiler kommen durch hohen Kurseinbruch bei der Karstadt-Aktie im Vergleich zum DAX zustande,
wihrend bei den letzten drei Ausreilern eine inverse Beziehung zwischen den Renditen der Kar-
stadt-Aktie und des DAX besteht.
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Aufgaben

(2.11.1) Was versteht man unter einem robusten Verfahren?

(2.11.2) Warum kann ein robustes Schitzverfahren bei der Existenz von Ausreiflern

gegeniiber der OLS-Methode der Vorzug zu geben sein?

(2.11.3) Erlautern Sie die Grundidee der verallgemeinerten Maximum-Likelihood-
Schitzung (M-Schitzung)!

(2.11.4) Nach welchem Prinzip arbeitet die Reweighted-Least-Squares-Methode
(RLS-Methode)?
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Anhang A: Verteilungen

Tabelle A1: Standardnormalverteilung

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
0.1 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
0.2 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
0.3 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
04 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0.6 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
0.8 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
0.9 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
1.0 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
1.1 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 0.9032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 09115 0.9131 09147 09162 0.9177
1.4 0.9192 0.9207 0.9222 0.9236 0.9251 0.9265 0.9279 0.9292 0.9306 0.9319
1.5 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
1.6 0.9452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 0.9554 09564 009573 09582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
1.8 0.9641 09649 09656 09664 09671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
1.9 09713 09719 009726 09732 09738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2.0 09772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
2.1 0.9821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
2.2 09861 09864 09868 09871 09875 09878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
2.3 0.9893 09896 09898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
24 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
2.5 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
2.6 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
2.7 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3.0 0.9987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
3.1 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.9992 0.9992 0.9992 0.9992 0.9993 0.9993
32 0.9993 0.9993 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9994 0.9995 0.9995 0.9995
33 0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9997
34 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9998
35 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998 0.9998




394 Anhang

Tabelle A2: Quantile der Chi-Quadrat-Verteilung bei v Freiheitsgraden

F(x) 0.005 0.01 0.025 0.05 0.10 0.90 0.95 0.975 099 0995

v

1 0.000  0.0002 0.0010 0.004 0.0158 2.71 3.84 5.02 6.63 7.88
2 0.010  0.0201 0.0506 0.103 0.211 4.61 5.99 7.38 9.21 10.6
3 0.072  0.115 0216 0352 0.584 6.25 7.81 9.35 11.3 12.8
4 0.207 0297 0484 0.711 1.06 7.78 9.49 11.1 13.3 14.9
5 0412  0.554  0.831 1.15 1.61 9.24 11.1 12.8 15.1 16.7
6 0.676 0872 1.24 1.64 2.20 10.6 12.6 14.4 16.8 18.5
7 0989 1.24 1.69 2.17 2.83 12.0 14.1 16.0 18.5 20.3
8 1.34 1.65 2.18 2.73 3.49 13.4 15.5 17.5 20.1 22.0
9 1.73 2.09 2.70 333 4.17 14.7 16.9 19.0 21.7 23.6
10 2.16 2.56 3.25 3.94 4.87 16.0 18.3 20.5 232 25.2

11 2.60 3.05 3.82 4.57 5.58 17.3 19.7 21.9 24.7 26.8
12 3.07 3.57 4.40 523 6.30 18.5 21.0 233 26.2 28.3
13 3.57 4.11 5.01 5.89 7.04 19.8 22.4 24.7 27.7 29.8
14 4.07 4.66 5.63 6.57 7.79 21.1 23.7 26.1 29.1 313
15 4.60 5.23 6.26 7.26 8.55 223 25.0 27.5 30.6 32.8
16 5.14 5.81 6.91 7.96 9.31 23.5 26.3 28.8 32.0 343
17 5.70 6.41 7.56 8.67 10.1 24.8 27.6 30.2 33.4 35.7
18 6.26 7.01 8.23 9.39 10.9 26.0 28.9 31.5 34.8 37.2
19 6.84 7.63 8.91 10.1 11.7 272 30.1 329 36.2 38.6
20 7.43 8.26 9.59 10.9 12.4 28.4 31.4 342 37.6 40.0

21 8.03 8.90 10.3 11.6 13.2 29.6 32.7 35.5 38.9 41.4
22 8.64 9.54 11.0 12.3 14.0 30.8 339 36.8 40.3 42.8
23 9.26 10.2 11.7 13.1 14.8 32.0 35.2 38.1 41.6 442
24 9.89 10.9 12.4 13.8 15.7 332 36.4 39.4 43.0 45.6
25 10.5 11.5 13.1 14.6 16.5 344 37.7 40.6 443 46.9
26 11.2 12.2 13.8 15.4 17.3 35.6 38.9 41.9 45.6 48.3
27 11.8 12.9 14.6 16.2 18.1 36.7 40.1 43.2 47.0 49.6
28 12.5 13.6 153 16.9 18.9 37.9 413 44.5 483 51.0
29 13.1 14.3 16.0 17.7 19.8 39.1 42.6 45.7 49.6 52.3
30 13.8 15.0 16.8 18.5 20.6 40.3 43.8 47.0 50.9 53.7

40 20.7 222 24.4 26.5 29.1 51.8 55.8 59.3 63.7 66.8
50 28.0 29.7 324 34.8 37.7 63.2 67.5 71.4 76.2 79.5
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Tabelle A3: Quantile der t-Verteilung bei v Freiheitsgraden

F(x) 0.9000 0.9500 0.9750 0.9900 0.9950 0.9995
v
1 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 636.619
2 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 31.598
3 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 12.941
4 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 8.610
5 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 6.859
6 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.959
7 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 5.405
8 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 5.041
9 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.781
10 1.372 1.812 2228 2.764 3.169 4.587
11 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.437
12 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 4318
13 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 4.221
14 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 4.140
15 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 4.073
16 1.337 1.746 2.120 2.583 2921 4.015
17 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.965
18 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.922
19 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.883
20 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.850
21 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.819
22 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.792
23 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.767
24 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.745
25 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.725
26 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.707
27 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 3.690
28 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.674
29 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.659
30 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.646
40 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 3.551
60 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.460
120 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617 3.373

0 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.291
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Tabelle A4: Quantile der F-Verteilung bei v; und v, Freiheitsgraden

Fx) vpyvg 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 30 60 120 o
0.950 1 161 200 216 225 230 234 237 239 241 242 244 246 248 250 252 253 254
0.990 405249995403562557645859592859816023605661066157620962616313 63406366
0.950 2 18.519.0 19.2 19.2 19.3 193 19.4 19.4 19.4 19.4 19.4 19.4 19.5 19.5 19.5 19.5 19.5
0.990 98.599.0 99.2 99.2 99.3 99.3 99.4 99.4 99.4 99.4 99.4 99.4 99.4 99.5 99.5 99.5 99.5
0.950 3 10.1 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81 8.79 8.74 8.70 8.66 8.62 8.57 8.55 8.53
0.990 34.1 30.8 29.5 28.7 28.2 27.9 27.7 27.5 27.3 27.2 27.1 26.9 26.7 26.5 26.3 26.2 26.1
0.950 4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 5.96 5.91 5.86 5.80 5.75 5.69 5.66 5.63
0.990 21.218.0 16.7 16.0 15.5 15.2 15.0 14.8 14.7 14.5 14.4 14.2 14.0 13.8 13.7 13.6 13.5
0.950 5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 4.74 4.68 4.62 4.56 4.50 4.43 4.40 4.37
0.990 16.3 13.3 12.1 11.4 11.0 10.7 10.5 10.3 10.2 10.1 9.89 9.72 9.55 9.38 9.20 9.11 9.02
0.950 6 5.995.14 476 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.10 4.06 4.00 3.94 3.87 3.81 3.74 3.70 3.67
0.990 13.7 10.9 9.78 9.15 8.75 8.47 8.26 8.10 7.98 7.87 7.72 7.56 7.40 7.23 7.06 6.97 6.88
0.950 7 5.594.74 435 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68 3.64 3.57 3.51 3.44 3.38 3.30 3.27 3.23
0.990 12.2 9.55 8.457.85 7.46 7.19 6.99 6.84 6.72 6.62 6.47 6.31 6.16 5.99 5.82 5.74 5.65
0.950 8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3.44 3.39 3.35 3.28 3.22 3.15 3.08 3.01 2.97 2.93
0.990 11.3 8.65 7.59 7.01 6.63 6.37 6.18 6.03 5.91 5.81 5.67 5.52 5.36 5.20 5.03 4.95 4.86
0.950 9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3.23 3.18 3.14 3.07 3.01 2.94 2.86 2.79 2.75 2.71
0.990 10.6 8.02 6.99 6.42 6.06 5.80 5.61 5.47 5.35 5.26 5.11 4.96 4.81 4.65 4.48 4.40 4.31
0950 10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02 2.98 2.91 2.84 2.77 2.70 2.62 2.58 2.54
0.990 10.0 7.56 6.55 5.99 5.64 5.39 5.20 5.06 4.94 4.85 4.71 4.56 4.41 4.25 4.08 4.00 3.91
0950 12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.91 2.85 2.80 2.75 2,69 2.62 2.54 2.47 2.38 2.34 2.30
0.990 9.33 6.93 5.95 5.41 5.06 4.82 4.64 4.50 4.39 4.30 4.16 4.01 3.86 3.70 3.54 3.45 3.36
0950 15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71 2.64 2.59 2.54 2.48 2.40 2.33 2.25 2.16 2.11 2.07
0.990 8.68 6.36 5.42 4.89 4.56 4.32 4.14 4.00 3.89 3.80 3.67 3.52 3.37 3.21 3.05 2.96 2.87
0.950 20 4.353.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 2.45 2.39 2.35 2.28 2.20 2.12 2.04 1.95 1.90 1.84
0.990 8.10 5.85 4.94 4.43 4.10 3.87 3.70 3.56 3.46 3.37 3.23 3.09 2.94 2.78 2.61 2.52 2.42
0950 30 4.17 3.322.92 2.69 2.53 2.42 2.33 2.27 2.21 2.16 2.09 2.01 1.93 1.84 1.74 1.68 1.62
0.990 7.56 5.39 4.51 4.02 3.70 3.47 3.30 3.17 3.07 2.98 2.84 2.70 2.55 2.39 2.21 2.11 2.01
0.950 60 4.00 3.15 2.76 2.53 2.37 2.25 2.17 2.10 2.04 1.99 1.92 1.84 1.75 1.65 1.53 1.47 1.39
0.990 7.08 4.98 4.13 3.65 3.34 3.12 2.95 2.82 2.72 2.63 2.50 2.35 2.20 2.03 1.84 1.73 1.60
0.950 120 3.92 3.07 2.68 2.45 2.29 2.18 2.09 2.02 1.96 1.91 1.83 1.75 1.66 1.55 1.43 1.35 1.25
0.990 6.854.79 3.95 3.48 3.17 2.96 2.79 2.66 2.56 2.47 2.34 2.19 2.03 1.86 1.66 1.53 1.38
0.950 0 3.84 3.00 2.60 2.37 2.21 2.10 2.01 1.94 1.88 1.83 1.75 1.67 1.57 1.46 1.32 1.22 1.00

0.990

6.63 4.61 3.78 3.32 3.02 2.80 2.64 2.51 2.41 2.32 2.18 2.04 1.88 1.70 1.47 1.32 1.00
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Tabelle AS: Durbin-Watson-Statistik
a) Signifikanzniveau 0,05
k=2 k=3 k= k= k=
n DL dU dL dU DL dU dL dU dL dU
15 1,08 1,36 0,95 1,54 0,82 1,75 0,69 1,97 0,56 2,21
16 1,10 1,37 0,98 1,54 0,86 1,73 0,74 1,93 0,62 2,15
17 1,13 1,38 1,02 1,54 0,90 1,71 0,78 1,90 0,67 2,10
18 1,16 1,39 1,05 1,53 093 1,69 082 187 071 2,06
19 1,18 1,40 1,08 1,53 0,97 1,68 0,86 1,85 0,75 2,02
20 1,20 1,41 1,10 1,54 1,00 1,68 0,90 1,83 0,79 1,99
21 1,22 1,42 1,13 1,54 1,03 1,67 0,93 1,81 0,83 1,96
22 1,24 1,43 1,15 1,54 105 1,66 096 180 086 1,94
23 1,26 1,44 1,17 1,54 1,08 1,66 0,99 1,79 0,90 1,92
24 1,27 145 1,19 1,55 1,10 1,66 1,01 1,78 093 1,90
25 1,29 1,45 1,21 1,55 1,12 1,66 1,04 1,77 0,95 1,89
26 1,30 146 122 155 1,14 165 1,06 1,76 098 1,88
27 1,32 1,47 1,24 1,56 1,16 1,65 1,08 1,76 1,01 1,86
28 1,33 1,48 1,26 1,56 1,18 1,65 1,10 1,75 1,03 1,85
29 1,34 1,48 1,27 1,56 1,20 1,65 1,12 1,74 1,05 1,84
30 1,35 1,49 1,28 1,57 1,21 1,65 1,14 1,74 1,07 1,83
31 1,36 1,50 1,30 1,57 1,23 1,65 1,16 1,73 1,09 1,83
32 1,37 1,50 1,31 1,57 1,24 1,65 1,18 1,73 1,11 1,82
33 1,38 1,51 132 1,58 126 1,65 1,19 1,73 1,13 181
34 1,39 1,51 1,33 1,58 1,27 1,65 1,21 1,73 1,15 1,81
35 1,40 1,52 1,34 1,58 1,28 1,65 1,22 1,73 1,16 1,80
36 1,41 1,52 1,35 1,59 1,29 1,65 1,24 1,73 1,18 1,80
37 1,42 1,53 136 159 131 166 125 1,72 1.,19 1,79
38 1,43 1,54 1,37 1,59 1,32 1,66 1,26 1,72 1,21 1,79
39 1,43 1,54 1,38 1,60 1,33 1,66 1,27 1,72 1,22 1,79
40 1,44 1,54 1,39 1,60 1,34 1,66 1,29 1,72 1,23 1,78
45 1,48 1,57 143 162 138 167 134 1,72 129 1,77
50 1,50 1,59 1,46 1,63 1,42 1,67 1,38 1,72 1,34 1,77
55 1,53 1,60 1,49 1,64 1,45 1,68 1,41 1,72 1,38 1,77
60 1,55 1,62 1,51 1,65 1,48 1,69 1,44 1,73 1,41 1,77
65 1,57 1,63 1,54 1,66 1,50 1,70 1,47 1,73 1,44 1,77
70 1,58 1,64 155 1,67 1,52 1,70 149 1,74 146 1,77
75 1,60 1,65 1,57 1,68 1,54 1,71 1,51 1,74 1,49 1,77
80 1,61 1,66 1,59 169 1,56 1,72 153 1,74 151 1,77
85 1,62 1,67 1,60 1,70 1,57 1,72 1,55 1,75 1,52 1,77
90 1,63 1,68 161 1,70 1,59 1,73 1,57 1,75 154 1,78
95 1,64 1,69 1,62 1,71 1,60 1,73 1,58 1,75 1,56 1,78
100 1,65 1,69 1,63 1,72 161 1,74 15 1,76 157 1,78
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b) Signifikanzniveau 0,01
k=2 k=3 k= k= k=6

n dy do dy D, dy do dy dy dy do
15 0,81 1,07 0,70 1,25 0,59 1,46 0,49 1,70 0,39 1,96
16 0,84 1,09 0,74 1,25 0,63 1,44 0,53 1,66 0,44 1,90
17 087 1,10 077 125 0,67 143 057 1,63 048 1,85
18 0,90 1,12 0,80 1,26 0,71 1,42 0,01 1,60 0,52 1,80
19 093 1,I3 08 126 074 141 0,65 1,58 056 1,77
20 0,95 1,15 0,86 1,27 0,77 1,41 0,68 1,57 0,60 1,74
21 0,97 1,16 089 127 080 141 072 155 0,63 1,71
22 1,00 1,17 0,91 1,28 0,83 1,40 0,75 1,54 0,66 1,69
23 1,02 1,LI9 094 129 08 140 0,77 1,53 0,70 1,67
24 1,04 1,20 0,96 1,30 0,88 1,41 0,80 1,53 0,72 1,66
25 1,05 1,21 0,98 1,30 0,90 1,41 0,83 1,52 0,75 1,65
26 1,07 1,22 1,00 1,31 0,93 1,41 0,85 1,52 0,78 1,64
27 1,09 123 1,00 132 095 141 088 1,51 081 1,63
28 1,10 1,24 1,04 1,32 0,97 1,41 0,90 1,51 0,83 1,62
29 1,12 1,25 1,05 1,33 0,99 1,42 0,92 1,51 0,85 1,61
30 1,13 1,26 1,07 1,34 1,01 1,42 0,94 1,51 0,88 1,61
31 1,15 1,27 1,08 1,34 1,02 1,42 0,96 1,51 0,90 1,60
32 1,16 128 1,10 135 1,04 143 098 1,51 092 1,60
33 1,17 1,29 1,11 1,36 1,05 1,43 1,00 1,51 0,94 1,59
34 1,18 130 1,13 136 1,07 143 101 1,51 095 1,59
35 1,19 1,31 1,14 1,37 1,08 1,44 1,03 1,51 0,97 1,59
36 121 132 1,15 138 1,10 144 1,04 1,51 0,99 1,59
37 1,22 1,32 1,16 1,38 1,11 1,45 1,06 1,51 1,00 1,59
38 1,23 133 1,18 139 1,12 145 1,07 1,52 1,02 1,58
39 1,24 1,34 1,19 1,39 1,14 1,45 1,09 1,52 1,03 1,58
40 1,25 134 120 140 1,15 146 1,10 1,52 1,05 1,58
45 1,29 1,38 1,24 1,42 1,20 1,48 1,16 1,53 1,11 1,58
50 1,32 1,40 1,28 1,45 1,24 1,49 1,20 1,54 1,16 1,59
55 1,36 1,43 1,32 1,47 1,28 1,51 1,25 1,55 1,21 1,59
60 1,38 1,45 1,35 1,48 1,32 1,52 1,28 1,56 1,25 1,60
65 1,41 1,47 1,38 1,50 1,35 1,53 1,31 1,57 1,28 1,61
70 1,43 1,49 1,40 1,52 1,37 1,55 1,34 1,58 1,31 1,61
75 1,45 1,50 142 153 139 156 137 159 134 1,62
80 1,47 1,52 1,44 1,54 1,42 1,57 1,39 1,60 1,36 1,62
85 1,48 1,53 146 155 143 158 141 1,60 139 1,63
90 1,50 1,54 1,47 1,56 1,45 1,59 1,43 1,61 1,41 1,64
95 1,51 1,55 149 157 147 1,60 145 1,62 142 1,64

100 1,52 1,56 1,50 1,58 1,48 1,60 1,46 1,63 1,44 1,65

n bezeichnet den Beobachtungsumfang, k die Anzahl der erkldrenden Variablen (einschl. Scheinvariable).

Quelle: Durbin, Watson (1951)



399

Anhang A: Verteilungen

Dickey-Fuller-Verteilung
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Anhang

Anhang B: Daten

Tabelle B1: Daten fiir Energienachfragemodelle
obs GASV VEINKR GASPR FERNWPR
1980 10.00 1285.70 0.92 0.90
1981 10.60 1286.00 1.04 1.04
1982 10.40 1254.40 1.15 1.08
1983 11.10 1246.20 1.11 1.11
1984 11.90 1275.30 1.08 1.10
1985 13.80 1298.70 1.11 1.11
1986 13.70 1357.10 1.05 1.14
1987 13.70 1408.40 0.84 1.07
1988 12.20 1450.90 0.80 1.02
1989 12.90 1485.10 0.80 1.00
1990 13.60 1590.00 0.82 1.01
1991 13.80 1671.10 0.85 1.02
1992 13.60 1699.10 0.83 1.00
1993 13.60 1691.40 0.80 0.97
1994 13.80 1681.70 0.78 0.95
1995 13.70 1700.50 0.71 0.94

Legende:

GASV Erdgasverbrauch (real)

VEINKR Verfiigbares Einkommen (real)

GASPR Relativer Gaspreis (Bezugsbasis: Preisindex des Privaten Verbrauchs)

FERNWPR Relativer Fernwarmepreis (Bezugsbasis: Preisindex des Privaten Verbrauchs)

Quelle:

Statistisches Bundesamt; eigene Berechnungen
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Tabelle B2: Daten zur Verkehrsmittelwahl

Person Verkehrsmittel ~ Entfernung zum  Berufliche
Arbeitsplatz (km) Stellung
1 0 6 0
2 0 3 1
3 1 5 1
4 1 8 1
5 1 2 0
6 0 8 0
7 1 10 0
8 0 5 0
9 1 6 1
10 1 8 1
11 1 3 0
12 1 8 1
13 0 2 0
14 0 1 0
15 1 4 0
16 1 8 1
17 0 2 1
18 0 4 0
19 1 7 0
20 1 4 1
21 1 9 1
22 0 4 0
23 0 2 0
24 1 6 1
25 0 6 0
26 1 8 1
27 0 4 0
28 1 10 1
29 1 12 0
30 0 4 0
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