HOHERE MATHEMATIK
ERSTER TEIL

WESSELKA MIHOVA

1. EINFUHRUNG IN DIE LINEARE ALGEBRA

Die lineare Algebra (auch Vektoralgebra) ist ein Teilgebiet der Mathematik, das sich mit
Vektorrdumen und linearen Abbildungen zwischen diesen beschaftigt. Dies schliefit insbeson-
dere auch die Betrachtung von linearen Gleichungssystemen und Matrizen mit ein.

Vektorraume und deren lineare Abbildungen sind ein wichtiges Hilfsmittel in vielen Bere-
ichen der Mathematik. AuBerhalb der reinen Mathematik finden sich Anwendungen u. a.
in den Naturwissenschaften und in der Wirtschaftswissenschaft (z. B. in der Optimierung).

Die lineare Algebra entstand aus zwei konkreten Anforderungen heraus: einerseits dem
Losen von linearen Gleichungssystemen, andererseits der rechnerischen Beschreibung ge-
ometrischer Objekte, der so genannten analytischen Geometrie (daher bezeichnen manche
Autoren lineare Algebra als lineare Geometrie).

Im Jahr 1750 veroffentlichte Gabriel Cramer die nach ihm benannte cramersche Regel.
Damit war man erstmals im Besitz einer Losungsformel fur viele lineare Gleichungssysteme.
Die cramersche Regel gab zudem entscheidende Impulse fur die Entwicklung der Determi-
nantentheorie in den folgenden fiinfzig Jahren.

1.1. Die Determinante. Vorgelegt sei das System aus zwei Gleichungen ersten Grades mit
zwei Variablen (das (2 x 2)-lineare Gleichungssystem)

a1171 + G192 = by,
a91T1 + G9oTs = by,

(9.1)

wobei die Koeffizienten a;, und die Absolutglieder by, i,k = 1,2, reelle Zahlen sind. Wir
fordern noch (b1, b2) # (0,0) (das sogenannte inhomogene lineare Gleichungssystem).

Nach dem Additionsverfahren konnen wir leicht die allgemeine Losung des Systems
gewinnen. Zur Elimination von xs multiplizieren wir die erste Gleichung mit ass, die zweite
mit —aqs, addieren die neuerhaltenen Gleichungen und erhalten:

(a11a22 — ap1012)T1 = bragy — bays.

Entsprechend multiplizieren wir zur Elimination von x; die erste Gleichung mit —as;, die

zweite mit a7 und erhalten dann bei Addition
(a11a22 - G21a12)$2 = byaiy — biag.

Falls wir aj1a9e — as1aq2 # 0 voraussetzen, bekommen wir

B biazs — baayy . beaiy — brag
I = s To = .
11022 — 21012 11022 — Q21012
o . | a1 Qa2 . .
Erklarung 1.1. Die Termdarstellung aias —asia1s =: o a heifit Determinante
21 (22

zweiten Grades (zweireihige Determinante).
1
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Die Elemente a1, ass bilden die Hauptdiagonale, as;, a;s - die Nebendiagonale der
Determinante.

Die Doppelindizes sind einzeln zu lesen (eins - eins, eins - zwei usw.) und sind so gew#hlt,
da der erste Index die Zeilennummer, der zweite die Spaltennummer angibt. Zeilen und
Spalten heiflen gemeinsam Reihen der Determinante.

Damit lassen sich die Variablen x; und x5 des linearen Gleichungssystems fiir Zi Z;z #+

0 als Quotient zweier Determinanten zweiten Grades darstellen:

by aio aj; by
by ag asz  bo
(9.2) =11 =l = =1
a1; a2 ai; ag
a1 Q22 21 Qa22

Die im Nenner stehende Determinante heifit Koeffizientendeterminante des linearen Gle-
ichungssystems.

Nun untersuche man inwieweit drei Unbekannte 1, x5, x3 durch die Forderung bestimmt
sind, dal sie drei Gleichungen ersten Grades

a1171 + @122 + a13T3 = by,
(9.3) 2121 + Q2% + Ag3x3 = by,
az11 + Ao + assxrs = b

geniigen, in denen ajq, aja, ..., ass, by, be, bs bekannte Zahlen sind und (b1, by, b3) # (0,0, 0).
Durch Multiplikation der drei Gleichungen mit geeigneten Faktoren und nachfolgende
Addition, gewinnt man je eine Gleichung, die nur noch eine einzige Unbekannte enthalt:

Qo2 Q23 Q12 Q13 aiz2 a3
ail — a1 + a3z Ty
32 A33 32 A33 ag22 A23
Q22 Qa23 Q12 a3 12 a3
=b — by + b3
az2 as3 32 as3 Q22 Aa23
Q21 A23 ailp a3 11 a3
—a12 + a9 — asgo T2
a3; ass azyp ass Q21 A23
— b, a1 @23 1 by air @13 | bs aipr a3
azy ass azy ass ag agg |’
Q21 Q22 11 Q12 ail Az
a3 — Q23 + ass T3
a3; Aa32 az1 as2 a21 A2
a1 Q22 11 Qa2 a11 Qa2
=b — by +b
azyp ass az1 as2 Q21 Q22

Erklarung 1.2. Die Termdarstellung

11 Q12 Q13
(21 A2z A23
a31 dazz (33

= Q11022033 + Q12023031 + A13021032
—a130220a31 — (12021033 — A11A23432.

heiit Determinante dritten Grades.
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Die Determinante dritten Grades ist eine algebraische Summe von 3! = 6 Produkten von je
3 Faktoren, die jedesmal in lauter verschiedenen Zeilen und Spalten liegen. Die Gesamtheit
aller dieser Produkte kann man sehr einfach dadurch bilden, dal man im Produkt a{;as2ass3
derjenigen Elemente, welche in der Hauptdiagonale liegen, die zweiten Indizes auf allen
moglichen Weisen permutiert. Es haben diejenigen Produkte das Vorzeichen “+7, in welchen
die Permutation der zweiten Indizes gerade ist, die andern haben das Vorzeichen “—".
Man kann leicht nachweisen, daf:

a1 aiz2 a3

Q22 A23 12 a3 Q12 Aa13
Qo1 Q22 (23 = a1 sy Q33 — Aoy sy (3 + as; oy (s
a3; asz2 a33
Q21 Q23 ai 13 11 Q13
= —a12 + a9 — a3
31 A3z a31 Aass Q21 Q23
Q21 A2 a1 Qa2 @11 A12
= a13 — Q923 + ass
a31 as2 azy asz Q21 A22

Damit lassen sich die Variablen x, 9,23 des linearen Gleichungssystems (9.3) fir

a1;p Qa2 a3

a91 Qg2 ag3 | # 0 als Quotient zweier Determinanten dritten Grades darstellen:

a31 32 Q33
by a2 a3 a1 by as a; a2 b
by azx ags as by ags as; Gz by
bs asy as3 asi by as3 asi asy b

(94) xTry = T = T3 =

a11 diz2 A3 ailz aig Aais 11 Q12 413
Q21 Ag22 A3 a21 A2z A23 Q21 Q22 A23
a31 dazz G33 ag1 asz 33 31 Aazz ass

Die im Nenner stehende Determinante heifit Koeffizientendeterminante des linearen Gle-
ichungssystems.

Man erhélt die héherreihige Determinante n-ter Ordnung (n € N\ {1})

a11 Q2 Q1n

a21 A29 ... Q9pn
An = . . . . )

apl  An2 Ann

indem man in dem Produkt aijass...a,, der in der Hauptdiagonale stehenden Elemente die
zweiten Indizes auf alle moglichen Weisen permutiert und jedem der so entstehenden Pro-
dukte das Vorzeichen “+” oder “—7" gibt, je nachdem die in ihm vorkommende Permutation
der zweiten Indizes gerade oder ungerade ist.

Streicht man in einer Determinante n-ter Ordnung die Elemente der i-ten Zeile und der
k-ten Spalte, so bildet das verbleibende quadratische Zahlenschema die Unterdeterminante
Ug (n — 1)-ter Ordnung; weiter heift Ay, := (—1)"*Uy, die zum Element ay, gehérende
Adjunkte.

Satz 1.3. Wenn man die Elemente irgendeiner Reihe (Zeile oder Spalte) mit ihren eigenen
Adjunkten multipliziert und die Produkte addiert, so erhdlt man die Determinante selbst:
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(1) An = aindia + ainAis + ... + @i Aiy = >y airAir, 1 < i < n (Entwicklung von
A, nach der i-ten Zeile);
(i) A, = argAuig + agp Aok + ... + anpAnk = >0 askAsk, 1 < k <n (Entwicklung von
A, nach der k-ten Spalte).
Fir das Rechnen mit Determinanten gelten eine Reihe von Satzen, die wir fiir zweirei-

hige (bzw. dreireihige) Determinanten beweisen. Sie bleiben sémtlich sinngeméfl auch fiir
hoherreihige Determinanten bestehen.

Satz 1.4. Stiirzen einer Determinante. Der Wert einer Determinante bleibt erhalten,
wenn man die Elemente an der Hauptdiagonale spiegelt.

Man beachte, dafi bei dieser Spiegelung jede Zeile in die nummerngleiche Spalte (und
umgekehrt) tibergeht:

a11 a2 Qi3 @11 ag21 G31
Q11 Aai2 | | 11 Q21 .
= ) Q21 Q22 Q23 | = | A12 Q22 A32
Q21 A22 Q12 A22
31 Aazz G33 @13 dg23 (33

Satz 1.5. Faktorregel. FEine Determinante wird mit einem Faktor multipliziert, indem
man die Elemente (irgend)einer Zeile oder Spalte mit thm multipliziert. Umgekehrt kann ein
Faktor, der allen Elementen einer Zeile oder Spalte gemeinsam ist, vor die Determinante
gezogen werden.

11 Q12 kajr  kaio

Q21 Q22

Beweis. k
21 22

= k(a11a22 - a21a12) = (kan)azz - (121(/%12) = ‘
O

Satz 1.6. Linearkombinations-Regel. Der Wert einer Determinante bleibt ungeandert,

wenn man zu einer Zeile (Spalte) ein beliebiges Vielfaches einer anderen Zeile (Spalte) ad-

diert.

a; + kagl aiz + ka/22
a1 a22

a11 Qa2
Q21 A22

Beweis. = (a11 + kag)axn — azi(arx + kagn) =

O

Zusatz 1.7. Sind alle Elemente einer Zeile (Spalte) ein Vielfaches der entsprechenden Ele-
mente einer anderen Zeile (Spalte), so ist der Wert der Determinante gleich Null.

11 12
]{I(IH ka12

Beweis. ' = (lll(kau) — (kan)alg =0.

O

Satz 1.8. Vertauschungssatz. Vertauscht man in einer Determinante zwei Zeilen (Spal-
ten) miteinander, so dndert sich das Vorzeichen der Determinante.

Beweis. Vor dem Vertauschen:

11 Qa2 Q13
Q21 Q22 (23
a31 32 as3

= Q11022033 + Q12023031 + A13021032
—Q13022031 — Q12021033 — G11023032.

Nach dem Vertauschen:

@13 a2 a1
Q23 dg22 (21
a33 Q32 a3l

= 13022031 + Q12021033 + A11023032
—Q11Q022033 — Q12023031 — A130210A32.
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O

Satz 1.9. Zerlegungssatz. Besteht eine Zeile (Spalte) aus einer Summe von Elementen,
so kann man die Determinante wie folgt in zwei Determinanten zerlegen:

a;n +p1 Q2 a13 11 aiz2 A3 P1 Q12 Qi3
Qo1 +P2 Qo2 Q23 | = | Q21 Q22 Q23 |+ | P2 Qo2 Q23
azl +ps Qs a3z a31 Q32 ass P3s asz2 ass

Aufgabe 1.10. (1) Beweisen Sie, daf}:

cosx siny
cos(z +y) = sinx cosy |
(2) Beweisen Sie, daf:
1 i 22 1| = (ra — x1) (23 — 1) (g — 1) (T — 7).
1 ZEl l‘é o I}L,I (33’3 — $2)(.1'4 — 33’2)(]}” — I’Q).
2ot 2 (xg — 23)...(2 — x3).
1 l’n xi a’::;il ......

(Ty — Tp1).
Wenden Sie fiir den Beweis die Methode der vollstandigen mathematischen Induk-
tion an:

. . 1 =«
(1)Esseln—2:>‘1 x; =Ty — 1.
(ii) Essei n=3 =
1z 22 1 = 0 1 0 0
1 2o 22 |=|1 2 (ma—x)20 |=|1 @9—21 (T2 — 1)
1 x3 23 1 x3 (x3—m1)23 1 x3—x1 (13— 21)73
= I @ —an) [ 7] = (= ) — ) (2 — )
g — 21 (03— 1) 2 1)(%3 D I 2 1)(x3 1) (T3 — x2).

(3) Beweisen Sie, daf:

1 1
Sl ta) Slyntye) 1
1

1 1 = (2192 — To11);

a’) §($1 . 1:2) 5(@/1 . y2) 1 (:ElyQ $2y1)7
21 Y1 1
1 1 1

b) x Yy z =0;

y+z z+x x+y

(sina)? 1 (cosa)?
c) | (sinB)®> 1 (cosfB)? | =0.

(siny)? 1 (cos~)?
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1.2. Lineare Gleichungssysteme (LGS). Losungsmengen.

(9.5)

(9.6)

e Liegt zur Bestimmung einer Unbekannten x eine Gleichung ersten Grades

ar =b

vor, in der @ und b bekannte Zahlen sind ((1 x 1)-LGS), so sind zwei Falle zu unter-
scheiden.

b
I. Der Fall a # 0. Die Gleichung hat genau eine Losung x = —.
a

II. Der Fall a = 0. Die linke Seite der Gleichung ist stets = 0, welchen Wert wir
auch fiir x einsetzen. Es sind weiter zwei Falle zu untersuchen:

I1. 1) b # 0 = Die Gleichung enthélt eine unmdgliche Forderung und besitzt
keine Losung.

I1. 2) b =0 = Die Gleichung wird durch jeden beliebigen Wert von x erfiillt. Sie
besitzt eine einfache Schar von Losungen.

Wenn zur Bestimmung von zwei Unbekannten zq, xs eine Gleichung ersten Grades
gegeben ist

a1T1 + asxry = b,

wobei sowohl ay,as, als auch b bekannte Zahlen bedeuten ((1 x 2)-LGS), so sind
wieder zwei Félle zu unterscheiden.

I. Der Fall (a;,as) # (0,0), z.B. a; # 0 = Die Gleichung ist dann und nur dann

erfiillt, wenn man x ganz beliebig wahlt und z; = — (b — agxs) setzt. Man sagt, es
(3]
gabe in diesem Falle eine einfache Schar von Losungen, oder einfach-unendlich viele

Loésungen, da man die eine der Unbekannten (im Fall a; # 0 ist dies x2) ganz beliebig
wahlen kann und sich dann fiir die andere genau ein Wert ergibt.

II. Der Fall (a;,as) = (0,0) = Die linke Seite der Gleichung ist stets gleich
0, welchen Wert wir auch fiir 1 und x, einsetzen. Es sind weiter zwei Fille zu
unterscheiden:

II. 1) b # 0 = Die Gleichung enthilt eine unmégliche Forderung und besitzt
keine Losung.

I1. 2) b = 0 = Die Gleichung ist stets erfiillt, wenn man fiir z; und xs ganz
beliebige Werte einsetzt. Man sagt, daBl die Gleichung eine zweifache Schar von
Losungen, oder zweifach-unendlich viele Losungen, besitzt.

Wenn zur Bestimmung von zwei Unbekannten xzq,xs die Gleichungen (9.1) ersten
Grades

a1171 + a12r2 = by,

A91T1 + ATz = bo

gegeben sind, wobei aq1, ajs, asy, aea, by, by bekannte Zahlen bedeuten ((2 x 2)-LGS),
so haben wir das Gleichungssystem

ap; b
az  bo

11 Qa2
Q21 Q22

@11 A2

To =
Q21 A22

_ by a2
by ag
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ay; by
as  bo

by ai
by a9

@11 a2
Q21 A22
drei Falle zu unterscheiden.

I. Der Fall A #0 = Das System hat genau eine Losung (vgl. (9.2))

A Ay
ZEl—A, _A

zu 10sen. Es seien A := Ny = . Es sind

Y

,A1I:’

X2

II. Der Fall A =0, aber wenigstens ein ihrer Elemente ist # 0. Wir unterschei-
den die Falle:

II. 1) (A1, Ay) # (0,0) = Das Gleichungssystem (9.7) hat keine Losung.

II. 2) (A1, As) = (0,0). Die Gleichungen (9.7) sind fiir beliebige Werte von 1, x2
erfiillt. Nicht so die Gleichungen (9.1).
Es sei etwa a;; #0 =

a1
A = ay1a92 — a12a91 =0 = a9 = — ay2;
a216Lll
AQ = a11b2 — aglbl =0 = b2 = —a bl, Al = b1a22 — b2a12 =0.
11

a
Da ay = -2 ay, ist, erkennt man sofort, daf§ die zweite der Gleichungen (9.1) aus
a1

a

der ersten durch Multiplikation mit dem Faktor = folgt. Die zweite Gleichung
ai

erweist sich als linear abhangig von der ersten. Nur diese erste Gleichung braucht

daher erfiillt zu werden, die zweite ist es dann ganz von selbst. Dies ist ein bekannter
Fall (Gleichung (9.6)).

III. Der Fall a;; = a1 = asg = asn =0; A =0. Wenn dann

III. 1) (by,b2) # (0,0) ist, enthalten die Gleichungen (9.1) eine unmogliche
Forderung. Das Gleichungssystem (9.1) hat keine Losung.

III. 2) by = by = 0 ist, so sind die Gleichungen (9.1) stets erfiillt. Das Gle-
ichungssystem (9.1) hat zweifach-unendlich viele Losungen.

Wenn zur Bestimmung von drei Unbekannten z, s, x3 eine Gleichung ersten Grades
vorliegt ((1 x 3)-LGS), so kann diese stets in der Form

a1T1 + asxs + asxrs = b

gegeben werden, in der ay, aq, az, b bekannte Zahlen sind.

Ist z.B. a; # 0, so hat die Gleichung (9.8) zweifach-unendlich viele Losungen

a2 as . . .1 . .
r1 = ——1x9y — — x3 + —, da die Variablen x,, x3 beliebig gewahlt werden konnen.
a1 a1 a1

Sind a7 = as = a3 = 0 und b # 0, so hat die Gleichung (9.8) keine Losung.
Sind a; = ay = ag = b = 0, so hat die Gleichung (9.8) eine dreifache Schar von
Losungen.

Erklarung 1.11. Wenn es aus irgendeinem Grunde zwéckmafig ist, gewisse Zahlen
c¢;j in rechteckiger Anordnung, etwa in m Zeilen, d.h. 1 <7 <m, und n Spalten,
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d.h. 1 < j <n, aufzuschreiben, so daf§ ein System von der Form

C11  Ci12 Cin

C21  Co22 Con
C = .

Cmi Cm2 ... Cmn

entsteht, so bezeichnet man dieses Zahlenschema als die (m x n)-Matriz (gelesen:
m-mal-n Matrix) C (geschrieben: C € (m x n)), die Zahlen ¢;; selbst - als die
Elemente der Matrix. Die beiden Indizes kennzeichnen die Position des Elementes
¢;j. Der Zeilenindex ¢ wird stets vor dem Spaltenindex j angegeben.

Wir untersuchen inwieweit drei Unbekannte x1, x5, x3 durch die Forderung bestimmt
sind, daf sie zwei Gleichungen ersten Grades ((2 x 3)-LGS) geniigen sollen

a11%1 + a12%2 + a3z = by,
a211 + a929T9 —+ 933 — bg.

ai; Gi2 @13
Q21 Q22 Q23
Von entscheidender Bedeutung fiir die Losung des Systems sind die Determinanten

Es sei nun die Koeffizientenmatrix unseres Gleichungssystems.

a1 ais
Q21 Q23

aiz ain
Q23 A21

Q12 Q13
Q22 Q23

aix a2
a21 A22

(53 = s 51 = s (52 =

I. Der Fall (01, 09, 03) # (0,0,0). Es sei etwa d3 # 0, Wir schreiben die Gleichungen
(9.9) in der Form

a1171 + ajpx2 = by — a13ws,
2171 + A22%2 = by — ag3Ts.

Man darf z3 ganz beliebig wéahlen und die beiden Unbekannten z;,xs werden ein-
deutig bestimmt (vgl. mit (9.1)).

Ergebnis. Ist wenigstens eine der drei Determinanten d,d,,903 von Null ver-
schieden, so hat das Gleichungssystem eine einfache Schar von Losungen.

I1. Der Fall (41, 62,d3) = (0,0,0), aber wenigstens einer der 6 Koeffizienten , etwa
a11, ist von Null verschieden. Daraus folgt:

a1

Q21 = — a1,
ai
21
0y = a13a91 — agza1; =0 = agzs = — a13,
a1
21
03 = a11a22 — ag1a12 = 0 = agy = — 12,
ay
= 51 = 0.
Die linken Seiten der beiden Gleichungen (9.9) sind proportional mit dem Propor-
. . 21
tionalitatsfaktor —.
a1

Ist by # a2 b1, so hat das Gleichungssystem keine Losung.
an



HOHERE MATHEMATIK, ERSTER TEIL 9

Ist by = a2 by, so sind die beiden Gleichungen (9.9) linear abhéngig. Dies ist ein

a1y
bekannter Fall (Gleichung (9.8)).

III. Der Fall §; = 95 = 03 = 0 und alle Koeffizienten der Koeffizientenmatrix sind
samtlich gleich Null.

Ist (b1, b2) # (0,0), so hat das System keine Losung.
Ist (b1, b2) = (0,0), so hat das System eine dreifache Schar von Losungen.

e Liegen zur Bestimmung von drei Unbekannten die drei Gleichungen (9.3) ersten

Grades ((3 x 3)-LGS) vor

a1171 + @122 + a13T3 = by,
2171 + G222 + A3T3 = b,
a31%1 + Az + azzxrs = bs,

so sind vier Falle zu unterscheiden. Es seien

a1; a2 Qi3
A= ay ax 23

31 a3z ass

by a2 a3 a1 b1 ags a; aiz b
Ay = | by axn ass |, Ay = | as by ass |, As:=| ax ax b
bs asy as3 aszi bz ass as; asy by
A A A
I. Der Fall A#0 = z; = Kl’ Ty = KQ’ T3 = Kg (vgl. (9.4)).
II. Der Fall A =0, aber wenigstens eine der Adjunkten A;,, 1 <i <3, 1 <k <
3, etwa A3 = @i , ist von Null verschieden.
a21 A2

II. 1) (A1, A9, A3) #(0,0,0) = Das Gleichungssystem (9.3) hat keine Losung.
II. 2) (A1, A9, Az) = (0,0,0). Die Gleichungen Azy = Ay, Az = Ag, Azz = Ay
sind fiir beliebige Werte von 1, s, z3 erfiillt. Nicht so die Gleichungen (9.3).
Da Asz # 0 angenommen wurde, lassen sich die ersten beiden Gleichungen (9.3)
in der Form
an Ty + a12r2 = by — ai3xs3,
A91T1 + AT = by — ag3w3

schreiben. Die dritte Gleichung ist von den ersten beiden linear abhéngig! Dies zeigt,
dal man x3 ganz beliebig wéihlen kann und dann x; und x5 nur auf eine Weise so
bestimmen kann, da8 die Gleichungen (9.3) befriedigt werden.

Das System (9.3) hat eine einfache Schar von Losungen.

III. Der Fall A =0, A =0, ¢,k = 1,2,3, aber wenigstens eins der Elemente
a;, der Determinante A, etwa aq1, ist von Null verschieden.

Durch Multiplikation mit P21 Yiefert die erste Gleichung in (9.3)
an

a1 b
21T1 + A22T9 + A23T3 = PR
11
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und durch Multiplikation mit 431
aii

__as b
a31T1 + a32To + a33T3 = P
11

a a a a
da, wegen A;, =0, agp = ﬂam und agz = ﬂCL13, azz = ﬂam, az3 = ﬂCL13 ist.
a1 an an an
a1 asy . ..
III. 1) (be,bs) # (—by, —Dby) = Das System (9.3) hat keine Losung.
an an
a1 b1 . a1 b1 o . . . . .
I11. 2) =0, =0 = Die zweite und die dritte Gleichung
as by az bz
sind von der ersten linear abhangig. Man hat dann nur die Gleichung
by ai2 a3
Tl =—— —X9 — —1T3
ail a1l a1

zu losen.
Das System (9.3) hat zweifach-unendlich viele Losungen.

IV. Der Fall a;, =0, i,k =1,2,3 .
IV. 1) (by,bq,b3) # (0,0,0) = Das System (9.3) hat keine Losung.

IV. 2) (b1, ba,b3) = (0,0,0) = Das System (9.3) hat dreifach-unendlich viele
Losungen.

1.2.1. Aufiosung eines Systems von m Gleichungen ersten Grades mit n Unbekannten. Es
sei das (m x n)-LGS

1121 + 1222 + ... + @12, = by,
a91T1 + 99T + ...+ Aoy = bg,

(9.11)
Am1T1 + QmaXo + ... + Cn Ty, = b,
gegeben.
Die Koeffizientenmatrix
a1 12 N AT
921 929 ... Qo
m1 Am2 .. Gmp

des Systems hat, im Gegensatz zu einer Determinante, keinen Zahlenwert; sie ist als eine
in bestimmter Weise geordnete Zusammenstellung jener m-mal-n Zahlen anzusehen.

Ist m = n, so spricht man von einer quadratischen Matriz, sonst von einer rechteckigen
Matriz.

Streicht man aus einer Martix so viele Zeilen und Spalten, dafl eine quadratische Matrix,
etwa von k Zeilen und Spalten, iibrig bleibt, so bezeichnet man die Determinante, deren El-
emente diese Matrix bilden, als eine Unterdeterminante k-ten Grades der gegebenen Matrix.

Der Grad k kann natiirlich nicht groler als m und auch nicht grofier als n sein.

Wenn nun alle Unterdeterminanten k-ten Grades einer Matrix gleich Null sind, so ist
klar, dafl auch alle ihre Unterdeterminanten hoheren Grades (wofern solche vorhanden sind)
gleich 0 sein miissen: Denn entwickelt man etwa eine Unterdeterminante (k4 1)-ten Grades
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nach den Elementen einer ihrer Reihen, so ergibt sich, da die Adjunkten dieser Elemente als
Unterdeterminanten k-ten Grades gleich 0 sind, auch fiir sie der Wert 0.

Erklarung 1.12. Als Rang einer Matrix bezeichnet man den hochsten Grad, den eine
von Null verschiedene unter ihren Unterdeterminanten haben kann.

Die Aufgabe, eine Matrix A habe den Rang r (€ N), bedeutet hiernach also, dafl A eine
Unterdeterminante r-ten Grades besitzt, die von 0 verschieden ist, dafy aber alle Unterde-
terminanten (7 + 1)-ten und also auch hoheren Grades, falls solche vorhanden sind, gleich 0
sind.

Sind alle Elemente der Matrix einzeln 0, so sagt man, dal auch ihr Rang gleich 0 sei, da
schon alle ihre Unterdeterminanten ersten Grades gleich 0 sind.

Satz 1.13. Das Gleichungssystem (9.11) besitzt dann und nur dann eine Losung, wenn der

a1l a2 ... Qip
) ) 921 929 ... Qop
Rang der beiden Matrizen A = . . . . und
m1 Am2 ... Gmp
a1 19 ... Qip bl
_ a1 A2 ... QA9p bg ) . ) ) ) )
A= derselbe ist. (A heifit erweiterte Matriz des Gleichungssys-
Ami Am2 - Amp | b
tems.)

Ist v der gemeinsame Rang beider Matrizen, so hat, wenn r = n ist, das System genau
eine Lisung, wenn aber r < n ist, (n —r)-fach-unendlich viele Lésungen, indem n —r unter
den Unbekannten ganz willkiirlich gewdhlt werden konnen, die anderen r dann aber vollig
eindeutig bestimmt sind.

Bemerkung 1.14. Da jede Unterdeterminante von A auch eine Unterdeterminante von A ist,
so hat A mindestens denselben Rang wie A.

Im Fall m = n und

ay;r a1 ... QAip bl a1 ... QAip
21 Q29 ... QA9 b2 Ao9 ... QA2p
A = . . . . 7£ 07 Al = )
Al Ona ... Gpn by Gno ... Qpn
a1 b1 ... Qrp ai; alp ... b1
921 b2 o Qop o1 QA9 ... b2
Ay = ) Api=| |
ani bn e Qpp Ap1 Apo ... bn

ist der Rang der Matrix A gleich n und das System hat nur die Losung
Al AQ An

—, Ty = ——, .., Ty = ——.
A A

A

Dies ist die sogenannte Cramersche Regel zur Losung solcher Gleichungssysteme.

I =
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1.3. Der Gau3-Algorithmus zur Losung von LGS. Das Verfahren zur Umformung
eines linearen Gleichungssystems in dreieckige Form geht zuriick auf Carl Friedrich Gauf
(1777-1855) und wird daher als der Gaufs-Algorithmus bezeichnet. Die Idee des Verfahrens
lautet grob:

Man addiert geschickt gewahlte Vielfache einzelner Gleichungen zu anderen und erzeugt
so schrittweise die “dreieckige Form”, die die leichte Berechnung der Variablen erlaubt.

Addition und Multiplikation der Zeilen des LGS werden meistens so durchgefiihrt, dafl
zunédchst die erste Variable (z7) aus der zweiten und allen weiteren Gleichungen eliminiert
wird.

Entsprechend arbeitet man mit der zweiten und den folgenden Gleichungen weiter und
erhalt Zeilen im LGS, die schon zwei Variablen nicht enthalten, dann Zeilen, die drei Vari-
ablen nicht enthalten, usw. bis die “dreieckige Form” erreicht ist.

Beispiel 1.15. Zu l6sen ist das LGS:

r1+ 7o+ 323+ 24 =4 I
2x1+5x2+83}5+x4:3 II
41‘1+53§'2+33§'3—|—$4:2 111

102y + 2529 + 3523 + by =15 [V

Losung. Die folgenden Umformungen zeigen die Rechenschritte fiir das Beispiel. Die
Gleichungen werden dabei mit romischen Zahlen numeriert, um sie leichter benennen zu
konnen.

Die vierte Gleichung wird durch 5 dividiert.

Die Variable x; soll nur in der ersten Gleichung stehen. Zur zweiten, dritten und vierten
Gleichung werden daher passende Vielfache der ersten Gleichung addiert. Die erste Gleichung
selbst bleibt unverandert.

Rechts von den Gleichungen sind die geplanten Umformungen aufzuschreiben:

T +7I2 +3$3 +xry4 = 4 I
2r1 +bxe +8r3 +xy =3 IT+ (=2)I

Die Rechnungen sind auszufiithren. Es ergibt sich die erste umgeformte Version des LGS mit
nur noch drei Variablen in den letzten drei Gleichungen:

r1 +T7x9 +3x3 +x4 =4 1
—9$2 +25L’3 —X4 =-5 11

Die veranderten Gleichungen numerieren wir wieder mit 1,11, I11, und IV, um die Pla-
nung fiir die nachsten Rechnungen ohne neue Bezeichnungen notieren zu kénnen. Die zweite,
dritte und vierte Gleichung enthalten jetzt nur noch drei Variablen. Die drei Gleichungen
werden analog behandelt wie das Ausgangssystem mit dem Ziel, in den letzten beiden Gle-
ichungen nur noch zwei Variable zu haben.
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Nach der Rechnung ergibt sich das System:

I +7ZE2 +31’3 + Ty = 4 ]
—9[132 +2$3 — T4 =-5 II
—32xy —8x3 —4xy = —19 (91114 (—32)11+ (—136)1V
Das Ziel der Rechnung ist damit fast erreicht:
r1 +7x9 +3x3 +x4 =4 I
—9xy +223 —x4 =-5 17
—4r, =-—11 117
—I3 = v

Nun verédndern wir die Reihenfolge der Gleichungen, schreiben die vierte als dritte und
die dritte als vierte auf und erhalten ein “dreieckiges” LGS:

r1 +T7x9 +3x3 +x4 =4 I

—91’2 +2l’3 — T4 = -5 17

—23 =0 111

—4r, = -—11 v

Die Losung fiir x1, z9, x3 und x4 kann jetzt schrittweise berechnet werden:

11 0 1 1
Ty=—, 3=0, 2o = -, 11 = —=.
4 4 )y 43 g L2 4, 1 9

Die Bezeichnungen der Variablen sind ohne Bedeutung bei der Losung von LGS. Ob es
X1, To, X3, T4 oder a,b,c,d oder r,s,t,u sind, hat auf den Rechengang keinen Einflul. Die
Umformungen werden nur mit den Koeffizienten bei den Variablen und den Koeffizienten
rechts vom Gleichheitszeichen durchgefiihrt.

Man kann also mit der erweiterten Koeffizientenmatrix des LGS atbeiten:

173 14 1 7 3 1] 4 1 7 3 1] 4
258 13 0 -9 2 —1| -5 0 -9 2 —1| -5
45312 "o =23 -9 3|14 |0 —32 -8 —4|-19
257 13 0 -9 1 —1| -5 0 0 -1 01/ 0

1 7 3 1] 4 1 7 3 11| 4
o9 2 15| [0 -9 2 -1]|-5

0 0 0 —4]|-11 0 1 0] 0

00 -1 0] 0 0 0 0 —4]|-11

Aus dem letzten (“dreieckigen”) Schema kann die Losung berechnet werden, dary = r4 =
4 ist.

Beim GauB-Algorithmus ist es zweckméBig, nur mit der erweiterten Koeffizientenmatrix
und nicht mit den einzelnen Gleichungen und den Variablen zu arbeiten.

Bei den Umformungen des Gauf3-Algorithmus wurde an keiner Stelle vorausgesetzt, dafl
die Anzahl der Gleichungen mit der Anzahl der Variablen iibereinstimmt.

Die Frage, warum die Losung des nach dem Gauf}-Algoruthmus umgeformten LGS mit
der des Ausgangssystems tibereinstimmt, ist noch zu klaren.

Aufgabe 1.16. Losen Sie die Gleichungssysteme:
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$1+21’2—$3+3$4:3,
a) 2.T1—5Q32+4.133—.T4:1,
4$1 — T2 + 2I3 + 5I4 =4.
Antwort: r4 =2, ry =3 = keine Losung

31’1 — 2272 — 21‘3 = 2,
r1 4+ 3xs + 4x3 = 11,
2.1'1 — 4(E2 — X3 = 5,
633'1 - 7£C2 — 61’3 =1.
Antwort: ry =rz=3; 3 =3, 1o =—1, 11 =2

21’1+£L’2—4l’3:5,
¢) | 3xy+ 2z + w3 =171,
$1+LE2+5$3:2.
Antwort: ry =rz=2<3; 3=\, xo=—1—14\, 21 =34+9\, A eR

Erklarung 1.17. (m x n)-LGS, deren rechten Seiten nur aus Nullen bestehen, werden als
homogene lineare Gleichungssysteme bezeichnet.

Satz 1.18. Jedes homogene LGS ist losbar. Es existiert mindestens die triviale Losung,
d.h. die Lésung x1 = 29 = ... = x, = 0. Es gibt homogene LGS, die nur diese Losung haben.

Nun untersuchen wir das homogene (n x n)-LGS

a;1Ty + aexs + ... + ATy = O,
a91T1 + A92%9 + ... + AonTy = O,

Ap1T1 + ApaTs + ... + apnxy, = 0.
Es ist wichtig zu wissen, dafl folgendes gilt:

(i) Es ist stets r4 = r4. Das System hat immer eine triviale Losung z; = 25 = ... =
x, = 0.

(ii) Ist A # 0, so hat das System aufler der trivialen Losung keine andere Losung.
Dann ist auch r = n.

Ist dagegen A = 0, so hat das System unendlich ((n — r)-fach) viele verschiedene

Losungen (1, s, ..., x,) # (0,0, ...,0).

(iii) Wenn das System wenn auch nur eine nicht triviale Losung besitzt, so ist A = 0.

Aufgabe 1.19. Losen Sie das LGS:

21]1 +31’2+l‘3 = 0,
1+ 2x9 + 225 = 0,
31’1 +ZE2 +4ZL‘3 = 0

Aufgabe 1.20. Losen Sie das Gleichungssystem:

Ty — Xy — 203+ 24 =0,

21’1 + To + 5$3 — 3%4 = O,
4x1 — 229 + 23 + 44 = 0,
221 + 5x9 + 1423 — 1324 = 0.
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Antwort: r = 3; z; = %ﬁg, Ty = Hp, x3 = —%Q, ry=0; 0€R

Begriindung des Gauf$-Algorithmus.

Im GauB-Algorithmus wurde stets davon ausgegangen, dal durch die Umformungen zwar
die Gestalt des LGS, nicht aber seine Losungsmenge verandert wird, dafl es sich also um
Aquivalenzumformungen handelt.

Wir haben drei Arten von Umformungen durchgefiihrt:

(1) Anderung der Reihenfolge von Zeilen.
(2) Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl A # 0.
(3) Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen.

Es kommt darauf an, fiir jeden dieser Rechenschritte zu priifen, ob es sich um eine Aquiv-
alenzumformung handelt.

Die Anderung der Reihenfolge der Zeilen ist natiirlich ohne Bedeutung fiir die Losung
eines LGS, da ohnehin alle Gleichungen erfiillt werden miissen. Diese Umformung ist also
ohne Einflu auf die Losungsmenge.

Die Multiplikation einer der drei Gleichungen mit einer Zahl A # 0 &ndert nichts daran,
da§ die z; eine Losung bilden. Jede Losung des Ausgangssystems ist auch eine Losung
des verdnderten LGS und umgekehrt sind alle Losungen des neuen LGS auch Losungen
der Ausgangsaufgabe, denn die Umformung kann durch eine weitere Multiplikation wieder
rickgangig gemacht werden.

Als letztes bleibt die dritte Art Umformung zu priifen. Diese kann zerlegt werden in die
Multiplikation und die Addition. Die Multiplikation ist geklart. Es ist also nur noch die
Addition zweier Gleichungen zu untersuchen. Da die Losung des LGS je eine Losung der
beiden Gleichungen ist, so ist sie auch Losung ihrer Summe.

Damit ist gezeigt:

Satz 1.21. Die Rechenoperationen des Gauf$-Algorithmus dndern die Losungsmenge eines
LGS nicht. Es sind Aquivalenzumformungen.

1.4. Matrixverkniipfungen.

Erklarung 1.22. Gleichheit von Matrizen. Zwei Matrizen A = (a;;) vom Typ (m X
n), 1<i<m, 1<j7<n, und B = (bys) vom Typ (px¢q), 1 <k <p, 1<s<yq,
heiflen gleich, wenn sie vom gleichen Typ sind, d.h. m = p und n = ¢, und in allen
positionsgleichen Elementen tiibereinstimmen, d.h. a;z = b, 1 <i<m; 1 <k < n.
Erklarung 1.23. Addition von Matrizen. Zwei typengleiche Matrizen A = (a;;) und
B = (by), 1 <i<m, 1 <k <n, werden addiert, indem man die positionsgleichen
Elemente addiert, d.h. (¢;) =: C = A+ B ist vom selben Typ (mxn) und cy = ax+bi.

Satz 1.24. Die Matrizenaddition ist kommutativ und assoziativ:
A+B=B+A, (A+B)+C=A+(B+C), A B,Ce€(mxn).
Die Addition von Matrizen wird auf die Addition ihrer Elemente (Zahlen), zuriickgefiihrt.

Erklarung 1.25. Multiplikation mit einem Skalar. Eine Matrix A = (a;) € (mxn) wird
mit einem Faktor (Skalar) A € R (oder A € C) multipliziert, indem man jedes Element
der Matrix mit der Zahl A multipliziert:

AA = (Aai) € (m x n).
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Bemerkung 1.26. Bei den Determinanten werden die Elemente nur einer Reihe (bzw.
Spalte), bei den Matrizen hingegen wird jedes Element der Matrix mit A multipliziert!
Satz 1.27. Fir die duflere Verknipfung “Skalar mal Matriz” gelten folgende Regeln:

(i) A=A, Aec (mxn);

(i) A+ p)A=XA+pA, MNpeR(C), Ae (mxn);

(ii) v(A+ B) =vA+vB, veR(C), A,B€ (mxn);

(iv) A(pd) = (M)A, A\ peR(C), A€ (mxn).
Erklarung 1.28. Matrizenmultiplikation. Als Produkt AB zweier Matrizen A € (m xn)

und B € (n x p) erklaren wir die Matrix

n

C=(c), Cini=) igho,

o=1

d.h. die Elemente c¢;; der Produktmatrix C' sind jeweils eine Summe der skalaren Produkte
der Elemente der i-ten Zeile von A mit den Elementen der k-ten Spalte von B, wobei
i€ (1,2,....,m), ke (1,2,...,p) gilt. Die Produktmatrix wird damit vom Typ (m X p).

Beachten Sie! Das Produkt BA existiert nicht, wenn m # p ist.

a a b

.. a b c d b b c
Belsp1e11.29.A—(abcd),D-(b o d a)’B_ . , C= cad =

d d a

AB = (a*+V*+2+d*) € (1x1); AC = (a*+b0*+*+d*> ab+bc+cd+da) € (1x2);

A+ +E+d ab+be+cd+da .
DC_(CLb+bC+Cd+da b2+02+d2—|—a2 €<2X2)7

a’ ab ac ad

[ A2+ ' | ba B be ba
DB_(ab+bC+Cd+da €(2x1); BA= ca cb & cd € (4x4).
da db de d?

Das lineare Gleichungssystem
a1, + a12T9 4+ ...+ ALy = bl,
a91T1 + 99T 4+ ...+ Aoy = bg,
Am1T1 + QmaXo + ... + Ty, = by,

148t sich als Matrizengleichung AX = B schreiben, wenn man A = (ay) fir die Koef-
fizientenmatrix, X fiir die Spaltenmatrix der Variablen und B fiir die Spaltenmatrix der
Absolutglieder setzt.

Satz 1.30. Die Matrizenmultiplikation ist associativ, jedoch nicht kommutativ:

A(BC) = (AB)C; AB # BA.
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Satz 1.31. 1. Die Matrizenmultiplikation ist beiderseitig distributiv uber die Matrizenad-
dition: A(B+C)=AB+ AC; (A+ B)C = AC + BC.
2. Die Einheitsmatriv E = (0;5) € (n X n), o = é ’;;Z , ist Neutralelement

beziiglich der Multiplikation fiir alle Matrizen A € (n xn): EA= AE = A.

Erklarung 1.32. 1. Ist A € (n xn) eine quadratische Matrix und ist det A ihre
Determinante, so heifit

A regulir < det A #£ 0,
A singulir < det A = 0.

2. Ist A€ (nxn) eine reguldre quadratische Matrix, so heifit die Matrix

Ay A ... An

1 Arg A oo Ap
CodetA | 1t

Ay, Aoy o0 Ay

die zu A inverse Matriz (Kehrmatrix). Dabei sind die A;; die Adjunkten der
Elemente a;, der Matrix A = (a;).

Zusatz 1.33. Fir alle A€ (nxn) mit det A#0 gilt
AAT'=ATTA=FE.

Erklarung 1.34. Vertauscht man in einer Matrix A € (m x n) alle Zeilen mit den num-
merngleichen Spalten, so heifit das entstandene Zahlenschema A’ € (n x m) die zu A
transponierte Matrix:

a1 a2 ... Qp aijpr a21 ... Ami
921 Ao9 ... QA9pn a1 a29 ... A2
t
A= (ay) = L & A=
m1 Am2 ... OGmp Aip  A2n .. Gmp

Satz 1.35. (A+ B)t = A' + B, (AB)' = B'A!, (A1)t = (AN~

Erklarung 1.36. Bleibt eine quadratische Matrix A € (n x n) beim transponieren un-
verandert, so heifit sie symmetrisch; andert sie beim Transponieren nur ihr Vorzeichen, so
nennt man sie schiefsymmetrisch.

Al=A & ap=ay, Vi,k=1,2,..n & A ist symmetrisch,

Al=—-A & a=—axpVi,k=1,2,...,n (= a; =0) < A ist schiefsymmetrisch.

Satz 1.37. Jede quadratische Matriz A € (nxn) lafit sich als Summe einer Symmetrischen
Matrix Ay und einer schiefsymmetrischen Matriz Ay darstellen.

Beweis.

A= =(A+ AY, AQ::%(A_At) = A=A+ Ay,

| —

da Atl = Al und At2 = _A2 ist.
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Beispiel 1.38. Bestimmen Sie den symmetrischen und den schiefsymmetrischen Anteil der
gegebenen Matrix A:

4 0 -5 4 2 1
A=|2 1 3 | = A= 0 1 -7
1 -7 -1 —5 3 —1

- 0 -1 -3

= A= 1 1 =2, A4=|1 0 5

2 -2 1 3 -5 0

Satz 1.39. Sind A€ (nxn) und B € (nxn) zwei requlire quadratische Matrizen, so ist
det (AB) = det A. det B.

Zusatz 1.40. Ist A € (n x n) eine requlire quadratische Matriz, so gilt
det (A™1) = (det A)~1.

Erklarung 1.41. Ist das Produkt einer Matrix A € (n x n) mit ihrer Transponierten gleich
der Einheitsmatrix F € (n xn) (AA'=F), so heit A orthogonal.

Beispiel 1.42. Bestimmen Sie die Kehrmatrix der gegebenen Matrix A:

A:( cos sinap) N A_lz(cosgo —sinap)ZAt.

—siny cosp siny  cosp
Zusatz 1.43. Es sei A eine orthogonale Matriz. Es gilt:
1. (AAY)E = AAY
2. AA'=F = det (AA") =det A.det A* = (det A)? A det (AA") =det E =1
= (det A)* = 1.

3. AA' = E = AN (AAY) = (A1A)A' = EA' = At A A7Y(AAN) = A'E = A

= Al=A4"1
Aufgabe 1.44. Losen Sie die Matrizengleichung AX = B, wobei
1 -2 4 1 3
A=12 1 7], X=| 2|, B=1]1
3 —4 2 3 3

ist.
Aufgabe 1.45. (1) Rechnen Sie aus:
31
A=(2 Y1) p_|21] = 4aB—?
301 10

1
b) A=(241), B=|2 | = AB=? BA=?
3
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1 2 1 32 1
gA=| 1 10, B=|112]| = AB=? BA=?
12 3

(2) Welchen Rang haben folgende Matrizen?
1 -1 2 3 4

2 1 -1 2 0 1 A -1 2
A= -1 2 1 1 3 |, B=[2 -1 ) 5
1 5 -8 —5 —12 1 10 —6 1

3 -7 8 9 13

(3) Bestimmen Sie je die Kehrmatrix:

- 1 1 1 2 2 -1
A:(21>, B=|2 -2 1|, c=(2 -1 2
1 1 -3 3.0 1

(4) Losen Sie die Gleichungen:
ax(11)-(1)
b) (g zll)‘X:<—14 _02 —31)
o5 2)x(75)=(5 n)
0(23)-(3 1)

(5) Losen Sie folgende Gleichungssysteme:

r+2y+32 =2,
r—y+2z=0,

T3y —z= -2,
3r 4+ 4y + 32 = 0;

20 —y + 2z =3, 3r + 2y + z = 10,
3r+y—z=2, 20+ 3y + 2z =2,
T+ 2y + 2= —4 2z +y + 3z = 224

20+ 2y — z +t =4, r+y+z+t=0, 3r 4oy + 22 =0,
20 +y—z+4+1t=23, r+3y+z2+t=0, |4dr+Ty+52=0,
8r + 5y — 3z + 4t = 12, r4+y+32+t=0, r+y—4z=0,

3x + 3y — 2z + 2t = 6; r+y+z+3t=0; 2z + 9y + 62 = 0;

(6) Fiir welche Werte des Parameters A € R haben folgende Gleichungssysteme genau
eine Losung, unendlich viele Losungen oder keine Losung?
Geben sie jeweils die Losungsmenge an.
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T+ Ay +4z=0, A4y + 2z =3, A +y+z=1,

2 + 3y + 52 =0, rT—y—3z=M\, T+ ANy +z=1,
A+ 1Dz+dy+ AN+ 1)z2=0; |z+y+2z=0; r+y+Az=1;
A+ 1Dz +y+ 2=\ +3\, Ar+ 3y + 2z =0, 22 + 3y + N2z =0,

T+ A+ 1Dy+2=X+3)\ | A+1)z—2=0, r—y+ Az =0,

T+y+A+1Dz=X+3X; | A=1Dz+2y+42=0; |4r+y=0.

Aufgabe 1.46. Gegeben ist das lineare Gleichungssystem
r+2y—8z=1
20 + 3y — 152 =3
—x+ay+a*z=5
(a) Losen sie das LGS fiir a = 1.

(b) Untersuchen Sie, fiir welche Werte des Parameters a das LGS eindeutig 16sbar ist,
unendlich viele Losungen oder keine Losung hat.

Aufgabe 1.47. Gegeben ist das lineare Gleichungssystem

r—3y+az=4

3z + (a—10)y+32z= -5

—4x + 16y + az = ba + 16
(a) Losen sie das LGS fir a = —1.

(b) Untersuchen Sie, fiir welche Werte des Parameters a das LGS eindeutig 16sbar ist,
unendlich viele Losungen oder keine Losung hat.

Aufgabe 1.48. Fiir welche Werte des Parameters t € R hat A7 = b mit

1 t -2 ) . -2
A= 2 -1 t—-1], T=| 2], b= 1
—1 t+1 3 T3 -3

genau eine Losung, unendlich viele Losungen oder keine Losung?

2. GRUNDLAGEN DER ANALYTISCHEN GEOMETRIE

Der Grundgedanke der Analytischen Geometrie besteht darin, dafl geometrische Unter-
suchungen mit rechnerischen Mitteln gefithrt werden. Geometrische Objekte werden dabei
durch Gleichungen beschrieben und mit algebraischen Methoden untersucht.

Der franzosische Philosoph und Mathematiker René Descartes (1596-1650) ist Mitbegriinder
der Analytischen Geometrie. Durch Einfithrung eines Koordinatensystems gelang es ihm,
Punkte in der Ebene durch Zahlenpaare, Punkte im dreidimensionalen Raum durch Zahlen-
tripel darzustellen. Geometrische Aussagen werden dann durch Ubergang zu den Koordi-
naten in algebraische Aussagen iibersetzt. Aus diesen werden durch Rechnungen Resultate
gewonnen, die wieder in geometrische Aussagen riickiibersetzt werden.

Unser Ziel ist es, geometrische Gebilde im zwei- bzw. dreidimensionalen Raum, wie z.B.
Pfeile, Geraden, Ebenen, algebraisch zu beschreiben.
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2.1. Koordinatenfreie Geometrie - Grundbegriffe. Eine Hauptaufgabe der Geometrie
ist es, die Eigenschaften von Figuren festzustellen. Alle Figuren fassen wir als Mengen von
Punkten auf. Alle Strecken sind Teilmengen von Geraden. Alle quadratischen, rechteckigen,
dreieckigen Flachen sind Teilmengen von Ebenen. Man sagt daher: Punkte, Geraden und
Ebenen sind Grundelemente der Geometrie.

Manche Eigenschaften der Figuren sind anschaulich deutlich. Eine Reihe solcher Eigen-
schaften begriindet man nicht weiter, sondern driickt sie in Grundsatzen aus und legt diese
dem Aufbau der Geometrie zugrunde.

Erklarung 2.1. Wird auf einer Gerade g ein Durchlaufsinn festgelegt, so wird aus g eine
gerichtete Gerade, der Speer g*.

Erklarung 2.2. Ist A € g, so wird g durch A in zwei Teilgeraden g, und gy zerlegt. Man
nennt diese die Halbgeraden g; und gs.

Der Punkt A soll selbst zu beiden Halbgeraden gehoren.
Gibt man der Halbgerade g; einen Durchlaufsinn, so erhalt man den Strahl g;”.

Erklarung 2.3. Sind A und B zwei Punkte, so versteht man unter der Strecke (AB) die
Punktmenge, die A und B enthéalt und auflerdem alle Punkte der Gerade AB, die zwischen
A und B liegen. A und B heilen Endpunkte, die tibrigen Punkte innere Punkte der Strecke
(AB).

Zwei Punkte, die tibereinstimmen, definieren eine Nullstrecke. Sie besitzt keine innere
Punkte.

Erklarung 2.4. Ist auf der Strecke (AB) der Durchlaufsinn so gewéhlt, dafl A vor B liegt,
—
so heifit die Strecke (AB) samt Durchlaufsinn der Pfeil AB. A ist der Anfangspunkt, B der
—
Endpunkt oder die Spitze des Pfeiles AB.

Man sagt auch: Ist (A, B) ein geordnetes Punktepaar, so bestimmt es den Pfeil AB.

Erklarung 2.5. Ist g eine Gerade der Ebene F, so wird E durch ¢ in zwei Teilmengen FE)
und Fs zerlegt. Man nennt diese die Halbebenen E; und Fj.

Die Gerade g soll zu F; und zu Fy gehoren.
Die Punkte von g nennt man Randpunkte von E; und auch von FE,. Alle iibrigen Punkte
von E; bzw. Ej heilen innere Punkte von E bzw. Es.

Grundsatz 2.6. Gehoren die nicht auf g liegenden Punkte P und () zu verschiedenen Hal-
bebenen, so liegt auf der Strecke (PQ) genau ein Punkt S von g.

Gehoren die nicht auf g liegenden Punkte T und U zu derselben Halbebene, so liegt kein
Punkt der Strecke (TU) auf g.

Um die Lénge einer Strecke angeben zu kénnen, wahlt man eine beliebige Strecke e (e =
(OF) # 0) als Einheitsstrecke, tragt sie dann auf dem Strahl O E~ wiederholt ab und schreibt
die Marken 0,1,2,3,... an. So erhilt man einen Zahlenstrahl (einen MaBstab). Tragt man
nun die gewiinschte Strecke (AB) von O aus auf dem Zahlenstrahl ab bis P, so nennt man
die zu P gehorige Zahl p des Zahlenstrahls den Zahlenwert der Lange von (OP) und also
auch von (AB). Es ist stets p > 0. Zu (OF) gehort der Zahlenwert 1; man nennt daher die
Léange von (OF) die Ldangeneinheit. Die Nullstrecke hat dann die Lénge 0.



22 WESSELKA MIHOVA

2.1.1. Gleichsinnig und gegensinnig parallele Speere. Man darf die Durchlaufrichtungen von
zwei Geraden nur dann vergleichen, wenn die Geraden zueinander parallel sind oder
tibereinstimmen!

Es sei der Speer g zum Speer ht parallel und es seien A, B bzw. C, D je zwei verschiedene
Punkte auf gt bzw. h', so da A vor B und C vor D liegt. Da zwei parallele Geraden
genau eine Ebene bestimmen, so liegt die Gerade AC' in dieser Ebene und zerlegt sie in zwei
Halbebenen. Liegen dann die Strahlen AB™ und C'D™ in ein und derselben Halbebene,
so sind die Speere g™ und h't gleichgerichtet, oder auch gleichsinnig parallel (g* 11 h™)
(Fig. 10.1); liegen AB™ und C'D™ in zueinander komplementéren Halbebenen, so heiflen
die Speere g* und h't entgegengesetzt gerichtet, oder auch gegensinnig parallel (gt T h™)
(Fig.10.2).

Liegen die Speere ¢g* und A" auf ein und derselben Gerade und sind A, B bzw. C, D je
zwei verschiedene Punkte auf g™ bzw. h', so dal A vor B und C vor D liegt, so wahlen wir
einen Speer [*, der zum gt (also auch zum h') parallel ist, und zwei Punkte K, L auf [T, so
dafl K vor L liegt. Nun konnen wir die Laufrichtungen von ¢+ und ™ bzw. von At und [T,
wie schon oben beschrieben, vergleichen (Fig. 10.3.). Es sind folgende Falle moglich:

R I AN O A R R A Y AN i A A A
gt ITIE A RTILIE = gt LRt gt LI A R IT T = gt TR

2.1.2. Die Vektoren.

Erklarung 2.7. Pfeile, die gleichsinnig parallel und gleichlang sind, bilden eine Klasse, die
man Vektor nennt.

Jeder Pfeil einer Klasse legt schon die Klasse fest, er ist ein FElement (Représentant,
Vertreter) des betreffenden Vektors.

Ein Vektor 1&8t sich im Raum (und auch in der Ebene) durch zwei Bestimmungsstiicke
festlegen: durch seinen Betrag (Lénge) - die Lénge eines beliebigen seiner Elemente, und
durch seine Laufrichtung (Richtung samt Durchlaufsinn) - die Laufrichtung eines beliebigen
seiner Elemente.

Beachten Sie! Ein Pfeil als Element eines Vektors ist durch die Lange, die Laufrichtung
und den Anfangspunkt bestimmt.

Vektoren kann man nicht zeichnen, sondern nur die zugehorigen Pfeile.

Da man den Pfeil in jedem Punkt des Raumes antragen kann, kann man sich immer einen
passenden Reprasentanten des Vektors auswahlen.

Wenn Verwechslungen ausgeschlossen sind, unterscheiden wir in der Schreib- und Sprech-
W_ei>se nicht immer zwischen dem Vektor Zund dem diesen Vektor reprasentierenden Pfeil
AB. Wir sprechen also auch vom Vektor AB. Wenn wir sagen, “zeichnen Sie einen Vektor”,
so meinen wir, “zeichnen Sie einen passenden Reprasentanten des Vektors”.

Ein Pfeil bzw. ein Vektor von der Lénge Null heifit Nullpfeil bzw. Nullvektor (Bezeich-

nung: ﬁ)
— —
Jede echte Strecke (AB) “tragt” genau zwei Pfeile - AB und BA, die gleichlang, aber
— —

entgegengesetzt orientiert sind. Den Pfeil BA nennt man Gegenpfeil des Pfeiles AB.

Beachten Sie! Fiir eine Strecke und eine Gerade gibt es je zwei Moglichkeiten, eine
Laufrichtung festzulegen. Ein Pfeil, ein Vektor, ein Strahl, ein Speer hat nur eine Laufrich-
tung.



HOHERE MATHEMATIK, ERSTER TEIL 23

2.1.3. Der Begriff des elementar-geometrischen Winkels. Es seien g und h zwei einander
schneidende Geraden in der Ebene E, es sei S € gNh und ¢4 C g, hy C h seien zwei
Halbgeraden, welche von S ausgehen. Es seien E; bzw. Fs die Halbebenen mit Randgeraden
g bzw. h, fir welche gilt: hy € E; A g1 € Es.

Die Halbgeraden g; und h; bilden zwei Winkel ¢ und ¢ (Fig. 10.4). S heifit der Scheitel
dieser Winkel, g; und h; nennt man deren Schenkel.

Die zum Scheitel S und den Schenkeln g; und h; gehorigen zwei Winkel unterscheiden
sich durch ihre Winkelfelder .

Es seien Wi = E, N Ey bazw. Wy = E; N Ey, = E\ W, die Winkelfelder der Winkel ¢
bzw. 1.

I. Fall: g # h. Bei Wj spricht man von einem stumpfen, geraden oder von einem spitzen
Winkel ¢, bei W5 spricht man von einem dberstumpfen Winkel ).

II. Fall: g = h. In diesem Fall gibt es zwei Moglichkeiten:

a) Die beiden Schenkel fallen zusammen, d.h. g; = h;. Das Winkelfeld W, besteht nur
aus g1 (hy). (Fig. 10.5) Man hat einen Nullwinkel ¢. Das andere Winkelfeld W,
umfafit die ganze Ebene E. Der zugehorige Winkel ¢ heifit Vollwinkel.

b) Die beiden Schenkel geben zusammen eine Gerade, d.h. hy = g7 (und auch g; = hy).
Dann ist W, = E; und Wy, = E;. (Fig. 10.6) Die zugehorigen Winkel ¢ und 1 heifien
gestreckte Winkel.

Erklarung 2.8. Unter einem elementar-geometrischen Winkel versteht man den Winkel mit
dem Scheitel S, mit den Schenkeln g; und h; und mit dem Winkelfeld ;.

Ein solcher Winkel ist stets grofler als oder gleich dem Nullwinkel und kleiner als oder
gleich dem gestreckten Winkel.

Die Punkte des Winkelfeldes W; nennt man Innenpunkte des elementar-geometrischen
Winkels, und alle Punkte der Ebene F, die nicht zu W; gehoren, d.h. die Punkte des
Winkelfeldes E\W; = W5, nennt man Aufenpunkte dieses elementar-geometrischen Winkels.

Bemerkung 2.9. Unter Winkel werden wir in Zukunft einen elementar-geometrischen Winkel
verstehen.

Zwei Geraden, die sich schneiden, erzeugen vier Winkel, je zwei benachbarte heiflen Neben-
winkel, je zwei gegeniiberliegende Scheitelwinkel.
Ein rechter Winkel (Rechter) ist so groB wie sein Nebenwinkel.

Erklarung 2. 10 Es sei O ein beliebiger Punkt im Raum, @ # 0 und b 7é 0 se1en
zwei Vektoren, OA bzw. OB seien ihre Reprisentanten. Unter Winkel zwischen @ und b

verstehen wir den elementar-geometrischen Winkel ¢ = Z(@, ?) mit Scheitel O und mit
Schenkeln die Strahlen OA™ und OB™.

Es gilt stets
Nullwinkel <9 < gestreckter Winkel.

Der Winkel zwischen einem beliebigen Vektor @ # 0 und dem Nullvektor ist eine unbes-
timmte Grofle.

2.1.4. Orientierte Lange eines Pfeiles beztiglich eines Speeres.

Erklirung 2.11. Sind A und B irgend zwei Punkte eines Speeres ¢g*, so bedeutet AB
immer diejenige positive oder negative Zahl, deren absoluter Betrag die Lange der Strecke
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(AB) angibt, und deren Vorzeichen “+ "7 oder “ — 7 ist, je nachdem die Durchlaufrichtung
von A zu B mit der Durchlaufrichtung des Speeres tibereinstimmt oder nicht:

+|AB| AB 11 g%,

Acgt, Begt = AB =
g g {-4AB;Z§T¢¢:

Die reelle Zahl AB nennt man orientierte Léinge (algebraische Linge) des Pfeiles AB
beziiglich des Speeres g™.

Bei dieser Festsetzung gelten folgende Regeln:
(1) Sind A und B irgend zwei Punkte eines Speeres, so gilt stets

AB = —BA.

(2) Sind A, B, C irgend drei Punkte eines Speeres, so ist ausnahmslos

AB + BC = AC

oder

AB+BC+CA=0.

Beweis. Auf dem Speer ¢g*, z.B. mit der positiven Laufrichtung von B zu A, sind
6 Permutationen der Punkte A, B, C' moglich, namlich:

(A,B,0), (B,C,A), (C,A,B), (A,C,B), (C,B,A), (B,A,C).

Man soll zeigen, da8 jedesmal AB + BC' 4+ CA =0 gilt.
Wir beweisen die Giiltigkeit der Gleichung im ersten Fall:
_— - e d —_
AB 1] gt = AB=—|AB|, BC1|g¢g" = BC=—|BC|,
CA1l gt = CA=|CA| = |AC| =
AB + BC = —{|AB| +|BC|} = —|AC| = —CA = AC.

Andert man die Laufrichtung von g, so gelten die Gleichungen AB + BC = AC
und AB + BC' + CA =0 genauso gut.

(3) Werden zwei gleichsinnig parallele Speere g™ und A" von zwei anderen parallelen
Geraden oder von zwei parallelen Ebenen geschnitten, und zwar von der einen in den
Punkten A, A" und von der anderen in den Punkten B, B’, so ist immer AB = A’'B’.

Aufgabe 2.12. Sind Py, P, ..., P,, n € N, n Punkte eines Speeres ¢g*, so ist immer

PP+ PP+ ...+ PP, + P,P, = 0.
Beweis. Wir wenden die Methode der vollstandigen Induktion an:
n=1: PP, =0 wahr
n=2: PP+ PP, =0 wahr
n=3: PP+ PP;+ P3P, =0 wahr (bewiesen)
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Nun nehmen wir an, dafl firn=%k PiPo+ PoP3+ ...+ P,_1P. + P,P, =0 gilt.
Es sei P,yq ein Punkt des Speeres g*. Wir rechnen aus:

PP, + PP+ ...+ Py Py + PoPoyy + B P =
{PiPy+ PPy + ...+ Po P} + {PiPioy1 + P P} =
—P. Py +{P;Pos1 + Pep1 P} = —P,PL+ PP, = 0.

O

Erklarung 2.13. Sind auf einem Speer gt in bestimmter Reihenfolge zwei voneinander

verschiedene Punkte A, B gegeben und ist C' ein dritter, von B verschiedener Punkt des
CA

Speeres g*, so nennt man den Quotienten — = \ das Abstandsverhdltnis (Teilverhéltnis)

des Punktes C' in Bezug auf die Grundpunkte A und B.

Man sagt noch “der Punkt C teile die Strecke (AB) im Teilverhéltnis \”, wobei
A<0 & Ce(AB) < A>0 & (C ¢ (AB).

Je nachdem C' innerhalb oder auBerhalb der Strecke (AB) liegt, ist C' ein innerer oder
duflerer Teilpunkt von (AB).

Dieses Abstandsverhéltnis erfahrt keine Anderung, wenn die Laufrichtung des Speeres ¢+
umgekehrt wird, weil hierbei Zahler und Nenner des Abstandsverhéaltnisses gleichzeitig das
Vorzeichen wechseln.

Der Mittelpunkt einer Strecke hat in Bezug auf deren Endpunkte als Grundpunkte immer
das Abstandsverhaltnis A\ = —1.

Satz 2.14. Sind A und B irgend zwei verschiedene Punkte eines Speeres g* und ist X # 1
eine reelle Zahl, so gibt es genau einen Punkt M auf g*, so daff MA = A MDB ist.

Beweis. Eindeutigkeit. Es sei M € ¢g* und M A = AM B. Wir haben:
AB,Meg" = MA+AB = MB,
und

MA=MMB = (1-ANMA=XAB = MA=

A
1=\

AB.

Es sei nun

A
Negt N NA=)ANB = NA:mAB = NA=MA = N=M.

Existenz. Es sei

Megt A mzﬁm = (1-\MA=MAB = MA=\MA~+AB) = \MB.

HDA<0 = %«) — MA1|AB = AM 11 AB = M € (AB);

2) A>0:

a)

<0 = MA1|AB = AM 11 AB = M € AB~ A M ¢ (AB);

A — — — — -
b)m>0 = MATTAB = AM 1| AB = M € AB—;
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NA=0 e MA=0 & M=A.

O

Zusatz 2.15. Ist irgend eine Gerade AB gegeben, so gibt es stets zwei Punkte M und M’
MA

auf AB, welche die Strecke (AB) in einem vorgegebenen Abstandsverhdltnis ]‘MB|| =A>0

teilen, sofern A # 1 ist. Davon ist der eine innerer, der andere duferer Teilpunkt von (AB).
Man sagt, die beiden Teilpunkte M und M’ teilen (AB) harmonisch.

Satz 2.16. Sind irgend zwei Speere g* und h™ gegeben und auf g* zwei voneinander ver-
schiedene Grundpunkte A, B und irgend ein dritter von B wverschiedener Punkt C nach
Belieben angenommen, und sind A', B',C" die senkrechten oder schiefen Projektionen der
Punkte A, B,C auf den Speer h*, so ist, falls die projizierenden Geraden oder Ebenen zu
keinem der gegebenen Speere parallel sind, das Abstandsverhaltnis der Projektionen immer
ebenso grofi wie das Abstandsverhdltnis der urspringlich gegebenen Punkte.

(Fig)
Aufgabe 2.17. Es sei ABC' ein Dreieck und CL (L € (AB)) die Winkelhalbierende des
LA A
Innenwinkels AC'B des Dreiecks. Beweisen Sie, dal — = |C | gilt.
LB |CB|

Aufgabe 2.18. Sind M der Mittelpunkt der Strecke (AB) und P ein beliebiger Punkt der
Geraden AB, so gilt stets

PAPB=PM —MA",
Aufgabe 2.19. Es seien M der Mittelpunkt der Strecke (AB) und C, D zwei Punkte der

A DA
Geraden AB, so dafl gB DB gilt. Beweisen Sie, dal M B> =MC MD gilt.

Aufgabe 2.20. Es seien A, B, C, D vier Punkte eines Speeres ¢g*. Es gilt ausnahmslos:
DA BC+ DB CA+ DC AB =0,

DA°BC+DB CA+DC  AB+ BC CAAB = 0.

2.2. Die Vektorrechnung. Man nennt zwei Vektoren gleich, wenn sie gleichsinnig par-
allele und gleichlange Reprasentanten haben. Zwei gleiche Vektoren haben also dieselben
Reprasentanten.

Erklarung 2.21. Ist A € R eine beheblge reelle Zahl und ist @ ein beliebiger Vektor, so

versteht man unter \@ den Vektor b mit dem Betrag | b | = |A||'@| und der Laufrichtung
von

(a) @, falls A > 0 ist (d.h. b 17 @),
—

(b) =@, falls A < 0ist (d.h. b 1| @).

1
Erklirung 2.22. Ist @ # 0 ein Vektor, dann heiit ag = ﬁ @ der Einheitsvektor in der
a

Richtung von @ .

Bemerkung 2.23. Die den Betrachtungen zugrundeliegende Langeneinheit ist festgelegt.
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Bemerkung 2.24. Sehr viele physikalische Grofien, wie Krafte, Geschwindigkeiten, Beschle-
unigungen, Momente, Feldstarken usw. lassen sich durch gerichtete Strecken (Pfeile) veran-
schaulichen.

Man sagt darum kurz, sie seien Vektoren, wenn der Anfangspunkt keine oder nur eine
untergeordnete Rolle spielt, dagegen Ortsvektoren, wenn auch auf den Anfangspunkt zu
achten ist.

H
Erklirung 2.25. Es seien @ und b zwei Vektoren, O sei ein beliebiger Punkt im Raum,
— — —
OA sei ein Reprisentant von @, und AB ein Reprisentant von b . Den Vektor ¢, dessen
Représentant OB ist, nennt man Summe von @ und b (Bezeichnung: ¢ ="a + b ).

ﬁ
Diese Verkniipfung von @ und b nennt man eine Vektoraddition oder eine geometrische

Addition.

Dieser Name findet seine Berechtigung darin, dafl diese Addition von Vektoren den
Grundgesetzen II (1 bis 4) in §4 gehorcht, also, von dem hier nicht in Betracht kommenden
Monotoniegesetz abgesehen, samtlichen Grundgesetzen der Addition von Zahlen.

é
Diese Konstruktion ist nicht die einzigste, die den Vektor @ = @ + b eindeutig bestimmt.

. -~ - . —_— - . . -
Es seien OM bzw. ON Reprasentanten von a” bzw. b. Die Diagonale OP des Parallel-
ograms OM PN ist dann ein Reprisentant desselben Vektors ¢ .

2.2.1. Linearer Raum (Vektorraum). Es sei V = {a,b,c, ...} eine nicht-leere Menge. Fiir die
Elemente von V seien die Operationen Summe von je zwei Elementen

aeV, beV — (a+b)eV
und Produkt eines beliebigen Elementes mit einer reellen Zahl
aceV, NeR — (Aa) eV

definiert.
Wenn diese Operationen den folgenden Gesetzen geniigen, so wird die Menge V linearer
Raum (Vektorraum) genannt

(1)a+b=b+a Va,beV;
(2) a+(b+c)=(a+b)+c VabceV;
(3) doeV:a+o=a Vae,
(4)VaeV F(—a)eV: a+(—a)=gy
(5) la=a VYa€eV;

(6) Mpa)=Aw)a YaeV, VA u€eR;
(1) A+ pa=Xa+pa YaeV, VA pueR;
(8)

AMa+b)=Xa+Ab VabeV, VAeR.

Diese Gesetze nennt man Vektorraum-Aziome.
Die Elemente eines Vektorraums nennt man Vektoren.

Bemerkung 2.26. Fiir einen Vektorraum sind immer zwei Verkniipfungen anzugeben, eine
innere (die Summe) und eine duflere (das Produkt mit einer reellen Zahl).
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e Die Menge der geometrischen Vektoren (der Klassen gleichlangen und gleichsinnig
parallelen Pfeilen) ist ein linearer Raum.
e Die Menge aller geordneten n-tupel (n € N)
R™ :={(a1,as,....,a,), ax € R, k=1,2,....n}
mit den Operationen
(1) (al, ag, ..., an) —+ (bl, bg, cevy bn> = ((1,1 -+ b17 a9 —+ bg, vy Ay —+ bn),
(i) A(ai,az,...,a,) = (Aay, Aag, ..., Aa,), A € R

ist ein linearer Raum (ein Vektorraum).

e Die Menge aller Nullfolgen bildet mit der Addition als innerer Verkniipfung einen
Vektorraum. Hier sind die Elemente des Vektorraums, also die Vektoren, Nullfolgen.

e Bildet die Menge aller Pfeile im Raum mit dem Anfangspunkt O einen Vektorraum?

Es gibt Teilmengen von Vektorraumen, die ihrerseits wieder Vektorraume sind. Man nennt
sie Untervektorraume.

Der folgende Satz stellt ein notwendiges und hinreichendes Kriterium zur Uberpriifung
auf Untervektorraumeigenschaft bereit.

Satz 2.27. Eine Teilmenge U eines Vektorraumes V ist genau dann Untervektorraum von
V, wenn gilt:

(a) U # 0;
b)Vae,yeld = z+yelU;
(c)VeeU NVIER = Axeld.

Aufgabe 2.28. Sei U ein Untervektorraum eines Vektorraums V. Untersuchen Sie, ob V\U
ein Untervektorraum von V ist.

2.2.2. Lineare Abhingigkeit und Unabhingigkeit von Vektoren. Ist {aj, as,..., a} eine
endliche Teilmenge eines Vektorraums V und sind A;, Ao, ..., A, beliebige reelle Zahlen, so
heifit der Vektor

T =Nar + Ao + ..+ Aoty
Linearkombination von ay, as, ..., a, mit Koeffizienten i, Mg, ..., Ap.

Satz 2.29. Sei V ein Vektorraum und M eine endliche, nichtleere Teilmenge von V. Dann
ist die Menge L(M) aller Linearkombinationen von M ein Untervektorraum von V.

Die Menge L(M) nennt man auch lineare Hiille von M.
Elemente des Beweises. Es sei

M ={ai, a3,....,an} SV A M #0.
Man beweise:
(a) L(M)#0 ANM C L(M).

(b) Seien T = Ajag + A2z +...4 M@y € L(M) und Y = pyay +41203+ ...+ in@n € L(M)
(N, s €R, i =1,2,...,n), so ergibt sich 7 + 7y € L(M).

(c) Aus @ = M\ag + Aoz + ... + A\ua, € L(M) und k € R ergibt sich k@ € L(M).
Aus (a), (b) und (c) folgt, da8 L(M) Untervektorraum von V ist.
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Erklirung 2.30. Sei V ein Vektorraum und ai, as,...,a, seien Elemente aus V. Wenn
die Menge aller Linearkombinationen dieser Vektoren gleich V ist, dann nennt man {a,
a3,...,a, )} ein Erzeugendensystem von V.

Gilt also L({aj, as,...,a,}) = V, so nennt man {ay, as,...,a,} ein Erzeugendensystem
von V.

Erklarung 2.31. Man sagt, die Vektoren ay,as,...,a, seien linear abhdingig, wenn sich
ein n-tupel reeller Zahlen (Ay, A\a,...,\,) # (0,0,...,0) so angeben laBt, dal die lineare
Kombination @ von a;, as,...,a, mit Koeffizienten A1, Ao, ..., A, dem Nullvektor gleich
ist.

Falls dagegen die lineare Kombination @ = A\ja; 4+ Ao + ... + A, dem Nullvektor nur
dann gleich ist, wenn die Zahlen A;, As,...; A\, alle einzeln gleich Null sind, so sagt man,
die Vektoren a7, as, ..., a, seien linear unabhingig.

Gangz dhnlich sagt man, daB ein Vektor @ von den Vektoren ay, as, ..., a, linear abhdingig
sei, wenn sich die Zahlen A, Ao, ..., A\, so angeben lassen, daf3 @ = Aaj +XoGs + ...+ Ay,
gilt.

Dagegen wird @ linear unabhingig von ay, as,...,a, genannt, wenn eine solche Darstel-
lung von @ nicht méglich ist.

Man sagt, zwei Vektoren seien kollinear, wenn sie zueinander parallele Repréasentanten
haben.

Der Nullvektor ist zu jedem Vektor kollinear.

Man sagt, drei Vektoren seien komplanar, wenn sie Reprasentanten haben, die in ein und
derselben Ebene liegen.

Satz 2.32. Fin Vektor ist dann und nur dann linear abhdangig, wenn er der Nullvektor selbst
15¢.

Beweis.EI/\#O:/\E):ﬁ e
O

Satz 2.33. Zwei Vektoren sind dann und nur dann linear abhdngig, wenn sie kollinear sind.

Beweis.
H
1) @ und b sind linear abhingig = 3 (\,u) # (0,0), z.B. u#0, so daf
A
AT +pub=0 = b=-"70 = T|b =
ﬁ - . . M
a und b sind kollinear.
é
2) 7”? A ?7&6) = 7:5%?,Wobel
b
c=tl e T b =ec=-1o a1 0b
= [5]@ —<[@| 5 =T A (5],—<T) # 0.0 =
a und b sind linear abhéngig.

O

Satz 2.34. Dreiv Vektoren sind dann und nur dann linear abhangig, wenn sie komplanar
sind.
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Beweis.

D3I N peR: @ = 2D +uc =  a, ?, ¢ sind komplanar (laut der
Summenregel). (Fig. 10.7)

2) @, ?, ¢ sind komplanar = die Reprisentanten @,O—B>,O—C)' von @, ?, <
liegen in einer Ebene. Es sei U die Sclrief;e Proje_kt)ion von A auf OC und V die schiefe
Projektion von A auf OB. Es seien OV und OU die Reprisentanten von v und o
— JAER: T=Ab AJueR: T=p? = T=T+T =Ab +47 =
7,?, ¢ sind linear abhiingig. (Fig. 10.8)

O

Satz 2.35. Jede vier Vektoren im Raum sind linear abhangig.

— — —
Beweis. Es seien @, b, ¢, d vier Vektoren im Raum und OA,, OBy, OCy,OD ihre
Représentanten. Es sei M die schiefe Projektion von D auf die Ebene (OAB), A bzw. B
seien die schiefen Projektionen von M auf OAy bzw. OBy, und C' sei die schiefe Projektion
von D auf OCy. Es gilt dann (Fig. 10.9):
—_— —

o —_— — — —_— — — —
OM =0A+0B N OD=0OM+0C = O0OD=0A+0B+0C.

— —_— — —

Da OA und OAp bzw. OB und OBy kollinear sind, so
— s — P o N —
dXNeR: OA=)XOAy) bzw. FdpeR: OB=pu0OBy = OM=\XNd +pub.
— —

Da auch OC' und OCj kollinear sind, so

JrelR: O—C)’:VO_CO), dh. OC =ve = 7:)\7+u?+u? =

@, ?, <, E) sind linear abhangig.
OJ
Wir kénnen nun Erzeugendensysteme auszeichnen, die nicht nur den Aufbau eines Vek-
torraumes gestatten, sondern auch noch moglichst wenige Vektoren enthalten. Der letzte
Satz zeigt, dafl z.B. fiir den Vektorraum R3 Erzeugendensysteme mit 4 oder 5 Vektoren
angegeben werden konnen, dafl aber auch 3 Vektoren dafiir ausreichen. Von Interesse sind
also minimale Erzeugendensysteme. Im Zusammenhang mit diesen Untersuchungen spielt
die lineare Unabhangigkeit eine wesentliche Rolle.

Erklarung 2.36. Ein Erzeugendensystem eines Vektorraums, das aus linear unabhangigen
Vektoren besteht, heifit Basis des Vektorraums.

Aus den obigen Satzen folgt:

e Jeder Vektorraum V mit einem endlichen Erzeugendensystem besitzt eine Basis,
sofern V nicht nur aus dem Nullvektor besteht.

e Jedes Element eines Vektorraums )V mit endlichem Erzeugendensystem lafit sich
beziiglich einer Basis eindeutig darstellen. N

e Sei V ein Vektorraum mit der Basis B = {0y, bg,...,b,}. Dann sind mehr als n
Vektoren aus V stets linear abhangig.

e Alle Basen eines Vektorraums V mit endlichem Erzeugendensystem haben gleich viele
Elemente.

Erklarung 2.37. Die Anzahl der Elemente einer Basis eines Vektorraums V nennt man die
Dimension des Vektorraums (Bezeichnung: dim V).
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Bemerkung 2.38. Wir Ordnen dem Vektorraum {6)}, welcher Untervektorraum jedes Vek-
torraums ist, die Dimension 0 zu.

Aufgabe 2.39. (1) Sei V ein Vektorraum mit dimV =p (p € N). Zeigen Sie:
1) Jede linear unabhéngige Teilmenge von V mit genau p Elementen ist eine Basis
von V.
2) Jede Teilmenge von V mit mehr als p Elementen ist linear abhéngig.

(2) Es seien A und B zwei verschiedene Punkte und O ein beliebiger Punkt im Raum.
Der Punkt M liegt auf der Geraden AB dann und nur dann, wenn es zwei reelle
— — —
Zahlen «, § derart gibt, dafl a+ =1 und OM = aOA+ OB gilt.
Beweis.
— — — —
a) M€ AB = AM ||AB = 3keR: AM = kAB.
—  —

_— — — —_— = = —_— =
AM =OM —OA N AB=0B—-0A = OM - 0OA=k(OB—-0A) =
OM = (1 — k)OA + kOB.
Wir bezeichnen o := 11—k, #:= k und erhalten
— — —
a+pB=1AN OM=aOA+ [OB.

a und 3 sind eindeutig bestimmt und héngen nicht von der Wahl des Punktes

O ab.
— — — — —_— = —
b) a+5=1ANOM =a0OA+50B = f=1-a N OM = a(OA-0OB)+0B =
—

o o — — — _— =
OM — OB = a(OA - OB) = BM =aBA = BM | BA = M < AB.

@

O

(3) Esseien A, B, C drei nicht kollineare Punkte und O sei ein beliebiger Punkt im Raum.
Der Punkt M liegt in der Ebene E{3> A,> B,> C'} dann und nur dann, wenn es drei
reelle Zahlen «, 3,~ derart gibt, da} die Gleichungen

— — — —
a+08+y=1 AN OM =a0OA+ OB +~0C

erfullt sind.
Beweis.
— T — — — —
a) ABYAC N MeE = 3k leR: AM =kAB+IAC =

OM —OA = k(OB —0OA)+1(0C—0A) = OM = (1—k—1)OA+kOB+10C.
Wir bezeichnen a:=1—-k -1, 8:=k, v:=1 =

— — — —
a+B+v=1AN OM = aOA+ OB +~OC.

a, 3,7 sind eindeutig bestimmt und hangen nicht von der Wahl des Punktes
O ab.

b at+tfB+y=1A OM=aOA+ BOB +~0C =
y=1—a—-0 A O—]\j:aO—z)‘l—FﬁOB—i-(l—oz—ﬁ)O—C)' =
— —

_— - —_— - —_— —

OM — OC =a(OA—-0C)+ p3(OB-0C) = CM =aCA+3CB =
—_— = —

CM,CA,CB sind komplanar, CA}f CB = M € E.

|

|
|
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O

Erklarung 2.40. Ein Massenpunkt A(m) wird als mathematischer Punkt A angesehen,
welcher eine endliche Masse m besitzt.
Es sei Aj(mq), Aa(ma), ..., Ag(my) eine Menge Massenpunkte. Man nennt den Punkt G(m)
mit der Eigenschaft
— ) —) % ﬁ
mlGAl -+ mQGAQ + ...+ mkGAk =0

Schwerpunkt dieser Menge.
Besitzen die Massenpunkte gleiche Massen, so wird der Schwerpunkt GG des Systems auch
Zentroide (Mittelpunkt) genannt. In diesem Fall gilt

—_—  — — —
GAI+GA+ ... +GA,= 0

Aufgabe 2.41. (1) Es soll bewiesen werden, dafi der Massenpunkt G(m) dann und nur
dann ein Schwerpunkt der Menge A;(m1), Aa(ma), ..., Ax(my) aus Massenpunkten ist,
wenn fir jeden beliebig gewahlten Punkt O im Raum

— — — —
(m1 +meo + ...+ mk)OG =m1OA; + myOAy + ... + mpOA,
gilt. Dabei ist m = mq + mo + ... + my.
(2) Es sei M der Mittelpunkt der Strecke (AB) und O sei ein beliebiger Punkt. Es gilt

stets
— ] — —
OM = é(OA + OB).
M ist die Zentroide der Strecke (AB).
(3) Es soll bewiesen werden, dafi sich die drei Seitenhalbierenden eines Dreiecks ABC
in einem Punkt S schneiden, dafl S jede Seitenhalbierende im Verhéltnis 2 : 1 teilt,
—_— = —
und dal SA+SB+ SC = 0 gilt.
S ist der Mittelpunkt (auch die Zentroide) des Dreiecks (ABC).
(4) Liegen die vier Punkte A, B,C und D in einer Ebene F, dann sind sie Eckpunkte

— = — — —
eines Vierecks. Es gibt genau einen Punkt S in F, so dal SA+SB+SC+SD = 0
gilt.

S ist bekanntlich die Zentroide des Vierecks (ABCD).

Welche geometrische Eigenschaften hat der Punkt S7

(5) Liegen die vier Punkte A, B, C, D nicht in einer Ebene, dann sind sie Eckpunkte einer
Pyramide. Eine Gerade durch eine Ecke und den Mittelpunkt der gegentiberliegenden
Seite nennt man eine Schwerlinie der Pyramide.

a) Sp,Sa,Sp und S seien die Mittelpunkte der Seiten ABC BCD,CDA bzw.
DAB. Stellen Sie die Vektoren AS4, BS B, C’SC und DS D ¢ als Lmearkombma—

tionen der linear unabhangigen Vektoren a = D_{l, b = DB — DC dar.
b)) Begriinden Sie: Der Punkt S mit DS = L@+ b +77) liegt aufjeder der vier
Schwerlinien.

S ist der Mittelpunkt (die Zentroide) der Pyramide.
c¢) Begriinden Sie: S teilt die Strecke von einem Eckpunkt zum Mittelpunkt der
gegeniiberliegenden Seite im Verhaltnis 3 : 1.
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d) Ist O ein beliebig gewihlter Punkt, dann seien ', v, W, 7 die Vektoren (Tél,

O—B>, OC bzw. OD. Begriinden Sie: 08 = H(W+T+W+ 7).

(6) Es seien ABCD (AB || CD) ein Trapez, AB = /\D—C>', A e R N#1, CA =
—_— —

— 2 - . . . g . .

a, DB = b. Stellen Sie die Pfeile AB, AD, CB bzw. CD als lineare Kombina-
—

tionen von @ und b dar.

|

2.3. Koordinatensysteme und Koordinaten. Das Wort Koordinatensystem bezeichnet
eine Zusammenstellung von Verabredungen, die man trifft, um die Lage eines Punktes gegen
eine Grundfigur, die man sich in verschiedenen Fallen in verschiedener Weise gegeben denkt,
durch die Angabe von zwei oder (im Raum) drei in bestimmter Reihenfolge geordneten
Zahlen, den sogenannten Koordinaten des Punktes, kennzeichnen zu kénnen.

2.3.1. Koordinatensysteme auf einer geraden Linie. Es werden nur die Punkte einer bes-
timmten Geraden g ins Auge gefafit.

Man wahlt einen Punkt O als Anfangspunkt und nennt ihn Ursprung des Koordinaten-
systems; die eine der beiden Laufrichtungen von ¢ wird als positiv festgelegt und der soent-
standene Speer ¢g* wird Koordinatenachse genannt; eine Strecke e wird als Langeneinheit
(MaBstab) bestimmt. (Fig. 10.10)

Es sei E € g% ein solcher Punkt, daB OF =1 ist.

Ist @ ein Vektor, der zu g kollinear ist, dann ist @ := |@’| bzw. @ := —|@’| je nachdem
— + — + ., = AT
a 17 g" bzw. a T] ¢g" gilt. Esist ¢ =a.0OF.

Die cindeutig bestimmte Zahl @ (die algebraische Linge des Vektors @ beziiglich g*)
nennt man Koordinate von @ beziiglich des gewihlten Koordinatensystems.

Ist M € g ein beliebiger Punkt, so ist OM = OM.OE. Die eindeutig bestimmte Zahl
x := OM (die algebraische Linge der Strecke (OM) beziiglich ¢g*) nennt man Koordinate
von M beziiglich des Koordinatensystems.

Die Gerade ist ein eindimensionaler Vektorraum.

2.3.2. Ebene Koordinatensysteme. In einer Ebene denke man sich zwei einander schneidende
Speere g7 und h™ gegeben und zwischen ihnen eine bestimmte Reihenfolge festgesetzt, so
daB der eine als erster (die Abszissenachse, die z-Achse) und der andere als zweiter (die
Ordinatenachse, die y-Achse) gilt. Den Schnittpunkt von g* und At bezeichne man mit O
und nennt ihn Ursprung des Koordinatensystems.

Ferner denke man sich, nach Annahme einer bestimmten Strecke e; auf ¢g* bzw. ey auf h™
als Langeneinheit (Mafistab), einen Punkt E; auf ¢ und einen Punkt Fy auf h* so bestimmt,
daB OF; = 1 (beziiglich des MaBstabes e;) und OF, = 1 (beziiglich des MaBstabes e;) gilt.
(Fig. 10.11)

Nun kann man jedem Punkt P der betrachteten Ebene zwei in bestimmter Reihenfolge
stehende Zahlen zuordnen, indem man die Geraden PP, || OFE; und PP, | OE; in
Betracht nimmt, ihre Schnittpunkte mit OF, bzw. OF,; mit P, bzw. P, bezeichnet, und die
Zahlen z := OP,, 1y := O_Py als Abszisse bzw. Ordinate von P annimmt. Der Punkt P hat
also Koordinaten (x,y) beziiglich des eingefithrten Koordinatensystems Ozy und

— — —

Bei diesen Einsetzungen entspricht nicht nur jedem Punkt der betrachteten Ebene ein
bestimmtes geordnetes Paar (x,y) reeller Zahlen, sondern es gehort auch umgekehrt zu
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jedem geordneten Zahlenpaar (z,y) ein und nur ein Punkt der Ebene, fiir welchen x die
Abszisse und y die Ordinate ist.
Denkt man sich einen Vektor @', der zu der gegebenen Ebene komplanar ist, und nimmt
—

man seinen eindeutig bestimmten Reprasentanten OP in Betracht, so nennt man die Koor-
dinaten (a1, as) des Punktes P Koordinaten des Vektors @ beziiglich des gegebenen Koor-
dinatensystems. Es gilt dann

N — —
a = &1OE1 + CLQOEQ,

d.h. @ ist lineare Kombination von OFE; und OF, mit Koeffizienten a; und as.
Es sei \ eine beliebige reelle Zahl und es seien (aj,as) die Koordinaten des Vektors @
beziiglich Oxy. Der Vektor A'@’ hat die Koordinaten (\a;, Aag) beziiglich Oxy.

Es seien @ (ay, ap) und Z)(bl, by) zwei Vektoren, die durch ihre Koordinaten beziiglich Ozy

bestimmt sind. Der Vektor @ + 7 hat dann die Koordinaten (a; + by, as + bs).

Sind die Speere ¢g* und h™ senkrecht bzw. nicht senkrecht zueinander, so nennt man das
Koordinatensystem rechtwinklig bzw. schiefwinklig.

Sind die gewahlten Langeneinheiten e, ey auf den beiden Koordinatenachsen gleich, so
nennt man das rechtwinklige Koordinatensystem kartesisch .

“Kartesisch” kommt von Cartesius, dem latainischen Namen des franzosischen Philosophen
und Mathematikers René Descartes.

Die Ebene ist ein zweidimensionaler Vektorraum.

Satz 2.42. Es sei Oxy ein schicfwinkliges ebenes Koordinatensystem und aj (M, p11), @z (A2, fa),
oey Gy (A fin) seien n (n € N) Vektoren, die durch ihre Koordinaten beziiglich Oxy bestimmt
sind. Ist (aq, o, ..., ap) ein n-tupel reelle Zahlen, so ist

— — —
aral + asag + ... + agpa, = 0
dann und nur dann, wenn gilt

Oél)\l + 042)\2 + ...+ ozn/\n = 0,
a1 + aspio + ... + appiy, = 0.

Beweis. Der Vektor @y, k = 1,2, ...,n, hat die Koordinaten (A, i), d.h.
N — —
ap = )\kOEl + MkOEQ
Es gilt dann

Q@) + Qa3 + ... + ana,
— — — — — —
= al{)\lOEl + /L10E2} + OZQ{)\QOEl + /LQOEQ} —+ ...+ Ojn{)\nOEl + ,unOEQ}
— —
= {Oél/\l -+ 042/\2 + ...+ Oén)\n}OEl + {al,ul + Qg 2 + ...+ Oénun}OEQ

Da die Vektoren ey, es, dessen Reprasentanten OE; bzw. OFj5 sind, linear unabhéngig sind,
so gilt

ala_1>+a2a_2>+...+ana_>n = U
=4 {041)\1 4+ oo + ... + Oén/\n}OEl + {Oéllubl + oog + ...+ ozn,un}OEg =0
S A Fagdg o a A, =0 A Qg+ aspis + ..o+ ap i, = 0.
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ai (A1, 1), @s(Ag, f2), -y @n(An, iin) seien n (n € N) Vektoren, die durch ihre Koordinaten
beziiglich Ozy bestimmt sind. Der Vektor

7 = ozla_f + aga_f + ...+ ana_;
hat beziiglich Ozy die Koordinaten
(1A + aodo + .+, afin + Qoo + .+ Q).

Aufgabe 2.43. (1) Sind die Punkte A(5,—-2), B(—1,3), C(1,2) kollinear?
(2) Gegeben sind der Vektor @ (—3,4) und der Punkt A(—1,1). Bestimmen Sie den
—
Punkt M(z,y) so, daB AM € @.

(3) Fiir welche Werte von A € R sind die Vektoren @ (4, \) und ?(—8, 2) nicht kollinear?

(4) A(1,3), B(4,7), C(2,8) sind Eckpunkte des Parallelogramms ABCD. Bestimmen
Sie:
a) die Koordinaten des Eckpunktes D;
b) die Koordinaten des Diagonalenschnittpunktes von ABCD.

(5) Gegeben sind die Punkte A(2,6) und M (6,2). Bestimmen Sie so den Punkt B, dafl
M der Mittelpunkt der Strecke (AB) sei.

(6) Gegeben sind die Punkte A(2,6), B(0,3), M(2,—1). Bestimmen Sie so den Punkt
C, dafl M der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden des Dreiecks ABC' sei.

2.3.3. Rdaumliche Koordinatensysteme. Im Raum denke man sich in bestimmter Reihen-
folge drei Speere f*, g7 und h™ gegeben, welche den gemeinsamen Punkt O haben und
nicht in ein-und-derselben Ebene liegen. Nach Annahme bestimmter Strecken eq,es, e3 als
Langeneinheiten, bestimmt man den Punkt FE; auf der Abszissenachse (z-Achse) f*, so
da OE; = |e;] = 1 ist, den Punkt E, auf der Ordinatenachse (y-Achse) g*, so daB
OF, = |ey] = 1 ist, und den Punkt Ej3 auf der Applikatenachse (z-Achse) h*, so daf
O_E),: |63| =1 ist.
— — —

Die Vektoren e; > OFE, és > OE, und e3 3 OFj; sind linear unabhéngig und werden
Koordinatenvektoren genannt.

Man kann jedem Punkt P des Raums ein geordnetes Tripel reeller Zahlen zuordnen, indem
man den Punkt P parallel zu der {g*, h*}-Ebene auf f*, parallel zu der {h™, f*}-Ebene auf
g" und parallel zu der {fT, g*}-Ebene auf h™ projektiert. Die entsprechenden Projektionen
werden mit Py, P,, P, bezeichnet. Es gilt dann (Fig. 10.12):

_ — — N — N
dAXN=0P,, u=0P,,v=0P,: OP,=0P,e;, OP,=0P,e;5, OP,=O0P,e;3;
Py 5 — — —
OP =0OFP,+0OP,+0OP, = OP = Xej + ey +ves.

Die drei, dem Punkt P eindeutig zugeordnete , reelle Zahlen (A, 1, v) nennt man Koordi-
naten des Punktes P beziiglich Oxyz.

Als raumliche Koordinaten eines Vektors gelten die Koordinaten des Endpunktes seines
Reprasentanten mit dem Anfangspunkt O.

Stehen die Koordinatenachsen samtlich senkrecht zueinander, so nennt man das Koordi-
natensystem rechtwinklig, sonst - schiefwinklig.

Sind die gewahlten Langeneinheiten ey, ey, e3 auf den drei Koordinatenachsen gleich, so
heifit das rechtwinklige Koordinatensystem kartesisch.
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Der Raum ist ein dreidimensionaler Vektorraum.

2.3.4. Drehungsrichtungen in_)der Ebene und im Raum. 1. Drehungsrichtungen in der
é

Ebene. Es seien e7, e; und fi, fo zwei Paare Koordinatenvektoren (jedes Paar besteht aus

linear unabhéngigen Vektoren), d.h. zwei Vektorbasen, in der Ebene. Da je drei Vektoren

— —
in der Ebene linear abhéngig sind, kann man f; und f; eindeutig als lineare Kombination
von e; und e, darstellen:

- — —
J1 =anel +anes,
- — —
f2 = azel + axes,
. . .. . . H H .
wobei, wegen der linearen Unabhéngigkeit von f; und f5, gilt
ai; Q12
A= # 0.
Q21 (22

- =

Man sagt, die Vektorpaare ey, e; und f,, f, seien gleichsinnig baw. gegensinnig orien-
tiert, falls A > 0 bzw. A < 0 ist.

Da es fiir die reelle Zahl A # 0 nur diese beiden Moglichkeiten gibt, so ist es klar, dal in
der Ebene zwei Vektorpaare entweder gleichsinnig oder gegensinnig orientiert sind.

Die Vektorpaare e, e; und €3, e; sind gegensinnig orientiert:

fi=e=0e+1e jA_‘o 1‘_ o0
- = = - .
fo=e=1le +0.e Lo

Jedes dritte Vektorpaar in der Ebene ist entweder mit ey, e; oder mit e3, e; gleichsinnig
orientiert.

In der Ebene gibt es demnach genau zwei Klassen von Vektorpaaren beziiglich ihrer
Orientierung. Zur ersten Klasse gehoren alle Vektorpaare, die mit ey, e, gleichsinnig ori-
entiert sind; zur zweiten - die mit e5, e; gleichsinnig orientierten Vektorpaare. Jede dieser
Klassen bestimmt eine Drehungsrichtung in der Ebene.

Die Drehungsrichtung “im Uhrzeigersinn” pflegt man negativ zu nennen, diese “gegen den
Uhrzeigersinn” dann positiv.

II. Drehungsrichtungen im Raum. Ahnlicherweise stellt man fest, daB es im Raum
nur zwei Drehungsrichtungen gibt, da die linear unabhéngigen Vektortripel (Vektorbasen)
e1, es, e3 und es, e, ez gegensinnig orientiert sind:

H

fi=e =0.e +1le +0.¢;

H

fo=e =1le +0.e +0.e5 = A=
é

fs=@e3 =0.e] +0.e5 + l.e3

=—-1<0.

O = O
OO =
—_ o O

Zur Unterscheidung der beiden Richtungen dient die sogenannte Rechte-Hand-Regel:

Werden Daumen, Zeige- und Mittelfinger der rechten Hand so gespreizt, dafi sie der
Reihenfolge nach in die Richtungen von ey, e5, und e; zeigen, so pflegt man diese Vektoren
positiv (rechts-) orientiert zu nennen. Sie bestimmen die positive Drehungsrichtung (positive
Orientierung) des Raums.

Wiirde man in gleicher Weise mit der linken Hand verfahren, bekdme man ein negativ
(links-) orientiertes Vektortripel e;, €5, €. Dieses bestimmt die negative Drehungsrichtung
des Raums.
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2.3.5. Polarkoordinatensystem der Ebene. Ein Polarkoordinatensystem der Ebene ist bes-
timmt durch einen festen Punkt, den Pol O, und einer von ihm ausgehenden fest gewalten
Achse, der Polarachse, auf der wie bei einem Zahlenstrahl eine Orientiering und ein Maf3stab
festgelegt sind.

Ein beliebiger Punkt P # O der Ebene 1at sich dann durch seine Polarkoordinaten
beschreiben:

P(o,¢), wobei o der Abstand des Punktes P vom Pol O ist und ¢ der Winkel, den der
Strahl vom Pol O durch den Punkt P mit der Polarachse bildet.

Dabei wird der Winkel ¢ in mathematisch positiver Richtung (entgegen dem Uhrzeigersinn)
gemessen. Dieser Winkel ¢ ist nur bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 bestimmt. Man nennt
¢ auch Polarwinkel des Punktes P. (Fig. 10.13)

Es ist stets o > 0, falls P # O ist.

Fiir den Pol O selbst ist ¢ = 0 zu setzen, wahrend ¢ vollig unbestimmt ist, kann also
beliebig gewahlt werden.

Ein beliebiges geometrisches Objekt kann in verschiedenen Koordinatensystemen beschrieben
werden, z.B. in einem kartesischen und in einem Polarkoordinatensystem. Fiir dieselben ge-
ometrischen Eigenschaften findet man dann zwei Gleichungen fi(z,y) = 0 und f5(o, ) = 0.
Durch Transformation (Uberfithrung) des einen Koordinatensystems in das andere geht die
eine Gleichung des geometrischen Objekts in die andere iiber.

Die Transformationsgleichungen fiir den Ubergang von Polarkoordinaten zu kartesischen
Koordinaten und umgekehrt ergeben sich mit Hilfe der trigonometrischen und der Arkus-
funktionen. Zur Vereinfachung wird dabei vorausgesetzt, dafl der Pol des Polarkoordi-
natensystems mit dem Koordinatenursprung des kartesischen Koordinatensystems und die
Polarachse mit der z-Achse (Abszisse) zusammenfallen und beide Koordinatensysteme diesel-
ben Langenmafleinheit und Drehungsrichtung haben.

Zwischen den kartesischen (z,y) und den Polarkoordinaten (o, ¢) ein und desselben Punk-
tes P # O in der Ebene bestehen ausnahmslos die Gleichungen:

T = 0Cosp, Yy = psiny;

0= /1% 4+ y? cosp =

Y

sin @ =

X

2.3.6. Zylinderkoordinatensystem des Raums. Jede Ebene teilt den Raum in zwei
Halbraume.

In der Ebene E wird ein (ebenes) Polarkoordinatensystem mit dem Pol O vorgegeben.
h sei die zu E senkrechte Gerade durch den Pol O. Auf h sei eine positive Laufrichtung
festgesetzt.

Ein beliebiger Punkt P des Raums kann dann durch seine Zylinderkoordinaten beschrieben
werden: P(p, ¢, z) mit den Koordinaten ¢ und ¢ als ebene Polarkoordinaten des Punktes
P’ ((OP’) ist die senkrechte Projektion der Strecke (OP) auf die Ebene F) und z als mit
Vorzeichen versehenem Abstand des Punktes P von der Ebene F. Die Koordinate z ist
positiv, wenn P im positiven Halbraum beziiglich A™ liegt, ansonsten negativ (Fig).

Ist ein kartesisches Koordinatensystem mit dem Koordunatenursprung O gegeben, so dafl
die z- und die y-Achse in der Ebene E liegen, die positive z-Achse im positiven Halbraum
liegt und auflerdem die Polarachse des ebenen Polarkoordinatensystems mit der z-Achse
zusammenfallt, dann gelten die folgenden Umrechnungsformeln zwischen den Koordinaten
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eines Punktes P im kartesischen Koordinatensystem und im Zylinderkoordinatensystem:

T =pcCosp, y=psiny, z =z

x ) Yy
0=+ 1y cosp=———,sinp=——, z2=2.
¥ /fE2+y2 ¥ /I2+y2

2.3.7. Geometrische Abbildungen. I. Verschiebungen. Vektoren sind ein geeignetes Hil-
fsmittel zur Beschreibung von Verschiebungen. Man kann von einem beliebigen ebenen
oder raumlichen Koordinatensystem zu jedem andern derartigen System iibergehen, dessen
Achsenkreuz aus dem des urspriinglichen Systems durch eine Parallelverschiebung in der
Richtung eines Vektors v # 0 erhalten wird.

Ist K = Oxyz das urspriingliche bzw. K’ = O'2’y’z’ das verschobene Koordinatensystem,
so ist N

OO0 =7, Ox 11 O2; Oy 11 O:; 0Oz 17 O7%.

Ist ©'(a,b,c) beziiglich K gegeben, so bestehen zwischen den Koordinaten (z,y, z) bzw.

(2',y', 2) eines beliebigen Punktes M beziiglich K bzw. K’ folgende Gleichungen:

O—]\4>:O—O_7+O'—]\)4:7+O'—]\/./) = acx=a+2,y=b+vy, z2=c+ 2.
Es sind drei verschiedene Falle moglich.
(1) Parallelverschiebung in der Richtung der xz-Achse (Fig. 10.14).
aA0ANb=c=0:az=a+2,y=19y, z2=7.

(2) Parallelverschiebung in der Richting der y-Achse (Fig. 10.15).
b0 ANa=c=0:xz=2,y=b+y, z2=7"

(3) Parallelverschiebung in der Richtung der z-Achse (Fig. 10.16).
cZ0ANa=b=0:z=12",y=9, 2=c+ 7.

II. Drehungen in der Ebene. In der Ebene E seien zwei rechtwinklige Koordinatensys-
teme K = Oxy und K’ = Ox'y’ mit dem selben Ursprung und der gleichen Langeneinheit so
angenommen, dafl ihre positiven Drehungsrichtungen tibereinstimmen. Der Drehungswinkel
(positiv oder negativ) sei mit ¢ bezeichnet.

Satz 2.44. Zwischen den Koordinaten (z,y) bzw. (2',y") beziglich K bzw. K' eines beliebi-
gen Punktes P der FEbene E bestehen ausnahmslos die Gleichungen

x =12’ cos — g sin ), x' =z cost + ysind,
/

y = 2’ sin® + 3y cos V; Yy = —xsind + ycos v.
Beweis. Sind Py, P| die senkrechten Projektionen des Punktes P auf die Achsen Oz bzw.
Oz’ und Py, Py auf die Achsen Oy bzw. Oy’ (Fig. 10.17), so gilt

r=0P, N @ =0P]; y=0P,, Ny =O0P,.
Ist « = Z(OP~,Ox), so folgt aus dem Dreieck OP,P: x = |OP|cosc, y = |OP|sina.
Aus dem Dreieck OP|P entnehmen wir 2’ = |OP|cos (o — ), y = |OP|sin (o — 0).
Aus den Formeln fiir die trigonometrischen Funktionen von Winkelsummen und Winkeld-

ifferenzen folgt der Beweis des Satzes.
O
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Im Fall ¥ = 7 haben wir eine Punktspiegelung des Koordinatensystems am Punkt O.

Dann ist

r=-1, y=-y.

Die Komposition einer Drehung des Koordinatenkreuzes um den Winkel ¥ und einer Par-
allelverschiebung in der Richtung des Vektors o 1i8t sich in der Form

DX)=AX + 7

darstellen. Dabei sind

- [z [ cosv¥ sind — [ a = [ 2
X_(y>’A_<—sim9 cosﬁ)’v_<b)’D(X)_(y’>'

Eine Achsenspiegelung S an der x-Achse lafit sich in der Form S()_(z) - BX +
darstellen. Dabei ist B eine Matrix vom Typ

cost¥  sin?
B = ( sind —cos? )

2.4. Skalarprodukt von Vektoren. Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist kein Vektor,
sondern eine reelle Za_}il, also ein Skalar.

Es seien @ und b zwei gegebene Vektoren, (@, b) der von @ und b bestimmte
—)
elementar-geometrische Winkel, |@| und | b| die Betriige der beiden Vektoren beziiglich
einer festgelegten Langeneinheit.
Unter Prsb = |bcos(@, b) versteht man die algebraische Lénge beziiglich ‘@ der
H
senkrechten Projektion des Vektors b auf @ (Fig. 10.18).

Erklarung 2.45. Untg" skalares oder inneres Produkt von @ und 7 versteht man die Zahl
— —
Null, falls @ = 0 V b = 0 ist, und die Zahl
ﬁ

@Y =TV cos (@, 0) = [@| Pra b = V| Prya,

—
0

falls @ # 0AD # ist.

2.4.1. Figenschaften des Skalarproduktes.
(1) Falls @ # 0OAD + 0 gilt, so ist
70 =0 & (T,
o . — -
Erklarugg 2.46. Zwei Vektoren @ und b
dukt @ b gleich Null ist.

heiflen orthogonal, wenn ihr Skalarpro-

Der Nullvektor ist demnach zu jedem Vektor orthogonal.
(2) Tb=1ba fir beliebige Vektoren @ und b (das Kommutativgesetz).
(3) (a + ?)? —TC+ b fir beliebige Vektoren @, ?, ¢ (das Distributivgesetz).

Beweis. Es sei OBy = Prw(a + b), OAy = Przd, A¢By = Pr-b (Fig.
10.19)
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Da (d+ b)¢ =7¢(d + ?) gilt, haben wir
(@+ 0)C =|C|Pre(@+ b)=|C|(Pre@+Preb)=Ca+7Cb.
@) AT =NT D b

a a ) fiir beliebege Vektoren a’, b und A € R.
—— =2 = — = e —
(5) @@ =7a"=|d|", dh. || =V d a fir jeden Vektor a

T =0 o |[a]=0.

(6) Falls @ # 0 AD # 0 zwei beliebige Vektoren sind, so ist

sin (7,?) = \/1 — cos? (7,7) = —
[all b ]
Hieraus folgt
sin(@,0)=0e @ || b & a2b2=(ab)? < |d|0|=|a D)

Satz 2.47. Ist K = Oxyz ein kartesisches Koordinatensystem im Raum und sind @ (ay, as, as),
ﬁ

b (b1, ba, b3) zwei beliebige Vektoren, die durch ihre Koordinaten beziiglich K gegeben sind,
50 ist

7? = a1b1 + agbz + a3b3

die Koordinatendarstellung des Skalarproduktes dieser Vektoren.
Beweis. Es seien €7, es, e3 die Koordinatenvektoren von K. Dann gilt
T =+ +age A b =bier +boes + by =
TV = (b)) (@) + (azhe) (3) + (asbs) (@)
+(a1by + aghy)(e1e3) + (azbs + asby)(ese3) + (asby + aibs)(ese1)
= a1b; + agby + agbs,

— — — —— == ——> .
da e2=e2=¢e32=1 und ejes = ese3 = ese; =0 ist.

O

Bemerkung 2.48. In der Physik unterscheidet man bei Groflen Skalare und Vektoren. Ein
Skalar ist durch die Angabe von Mafizahl und Einheit vollstdndig bestimmt (z.B. Lénge,
Masse, Temperatur, Ladungsmenge), wiahrend bei einem Vektor zusétzlich die Angabe einer
Richtung erforderlich ist (z.B. Kraft, Geschwindigkeit, Feldstarke).

Entsprechend verwendet man in der Mathematik gelegentlich die Bezeichnung Skalar fiir
eine reelle Zahl, wenn die Unterscheidung gegeniiber Vektoren deutlich werden soll.

Mit Skalarprodukt wird hier ausgedriickt, dafl bei dieser Verkniipfung zweier Vektoren das
Ergebnis eine reelle Zahl, also ein Skalar ist.
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Der Wert des Skalarproduktes zweier Vektoren ist von der Wahl des Koordinaten-
systems unabhangig.
Sind M (x1,y1, 21) und My(x9, Y2, 22) zweil verschiedene Punkte, so ist

—_—
My My(zg — o1, Y2 — Y1, 22 — 21)
ein Pfeil, dessen Léange beziiglich des kartesischen Koordinatensystems K folgende Zahl ist:

| My Mo| = \/(z2 — 1)2 + (y2 — 1) + (22 — 21)2

Ist fiir einen Vektorraum ) ein Skalarprodukt definiert, so heifit V euklidischer Vektorraum.

Aufgabe 2.49. Die Vektoren @, ?, C:7P,q, 7T sind folgendermaBen definiert:

7
b)=z (b, F)=2, (2. 7) =1

p
T =1, (V] =2 T =2 (7, , -
T =G+ b—-7, T=20-30+7C, T=T4+\b -7, \eR.

Bestimmen Sie:
(a) die Liangen von p und ¢;

—

(b) das Skalarprodukt von p und ¢;
(¢) den Winkel (7', ¢);

(d) NeR so,daB (P, 7) =71
)

5 1st;

() AER so, daB |7 | =+/5 ist.

Aufgabe 2.50. Es sei K = Oxyz ein kartesisches Koordinatensystem in R® und es seien
@, b, ¢ drei Vektoren, welche durch ihre Koordinaten beziiglich K bestimmt sind.
(1) Bestimmen Sie die Menge aller Vektoren des R?, die zu @ (1,2, 3) orthogonal sind.

(2) Bestimmen Sie die Menge aller Vektoren des R®, die zu @’ (1,1, —1) und zu ?(2, 1,0)
orthogonal sind.

(3) Gegeben sind die Vektoren @ (1,1,1), ?(1, 0,—1), ©(1,1,-2) des R®.
(a) Begriinden Sie die drei folgenden Aussagen:
1) b und ¢ sind zu @ orthogonal.

H
2) Jede Linearkombination von b und ¢ ist zu ‘@ orthogonal.
3) Ist ein Vektor zu @ orthogonal, dann li8t er sich als Linearkombination

ﬁ
von b und ¢ darstellen.

(b) Es sei d = rb + s¢. Bestimmen Sie 7 € R und s € R so, dal d zu b
orthogonal ist.

(4) K = Ozy ist ein kartesisches Koordinatensystem in der Ebene E,
A(0,2), B(1,0), C(—4,2)
sind die Ecken eines Dreiecks, welche durch ihre Koordinaten beziiglich K gegeben
sind.
Bestimmen Sie:

(a) den Umfang des Dreiecks ABC;
(b) den Winkel ZACB;
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(c) die Koordinaten der senkrechten Projektion H des Punktes C' auf die Gerade
AB.

(5) Sei V ein euklidischer Vektorraum und @ € V, mit @ # 0. Beweisen Sie: Die
Menge aller Vektoren, die zu ‘@ orthogonal sind, ist ein Untervektorraum von V.

(6) Gegeben sind @;(3,0,4), a3(1,—1,2), az(1,2,1).
a) Begriinden Sie: B = {ay, a3, a3} ist eine Basis des R3.
b) Stellen Sie die folgenden Vektoren als Linearkombinationen von B dar.

a_l)(17 07 0)7 CL—2><0, ]-7 0)7 a—g(o7 07 1)

c¢) Stellen Sie mit Hilfe Threr Losung aus b) die folgenden Vektoren als Linearkom-
binationen von Vektoren aus B dar.

— — —
61(172a3)7 b2(47576)7 b3(x7y7z)a T,Y,~ € R.

2.4.2. Flacheninhalt eines Dreiecks.

Satz 2.51. In der Ebene eines kartesischen Koordinatensystems K sind drei nicht kollineare
Punkte A(z1,vy1), B(za,vy2), C(z3,y3) in bestimmter Reihenfolge durch ihre Koordinaten
gegeben. Der Flicheninhalt (Inhalt) S des Dreiecks ABC' ist

1 1 Y 1
S = —‘ T2 Y2 1 |
2
r3 ys 1

, . : — L .
Beweis. Wir bezeichnen AC' =a, AB= b (Fig. 10.20).
Da 7($3—1171, Y3 — Y1), (9 — 1, Y2 — y1), so gilt

a? = (13— 11

|

2+ (ys — 1), 2= (2g—m)*+ (2 — 1),

(@ D)2 = {(ws — 1) (@2 — 1) + (5 — 1) (> — 1)}

~—

Dann ist
1
_} 1 — 1 r1 %
SABC——\a|\b|sm a,b) \/_>2b2 7b)2:§] Ty Y2 1]
r3 ys 1
O
rr oy 1
Die Zahl ocapc = 3 To Yo 1 | wird orientierter Dreieckinhalt genannt.
r3 ys 1

Dabei ist oapc positiv oder negativ, je nachdem die Laufrichtung A — B — C —
A mit der positiven bzw. negativen Drehungsrichtung des ebenen Koordinatensystems K
iibereinstimmt.

Aufgabe 2.52. A(—1,-2), B(—4,2), C(5,6) sind die Eckpunkte eines Dreiecks beziiglich
des kartesischen Koordinatensystems K. Berechnen Sie:

(a) den Inhalt des Dreiecks ABC
(b) die Lange der Seitenhalbierenden (CM), M € (AB) durch die Ecke C;
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(c) die Lange der Lote (CH), H € AB durch die Ecke C;

(d) die Lange der Winkelhalbierenden (AL), L € (BC) des Winkels BAC.
Hinweis. (Fig. 10.21)

E\?:%(cﬁuo—é), CH —CA+)AB, A\c R A CH.AB =0,
LB _ |AB| _
C  |AC|

= L—é——%m = L(—l,?) = |AL]—%6.

1
2

2.5. Vektorprodukt von Vektoren. Einige geometrische Aufgabenstellungen wie z.B.
die Abstandsbestimmung im dreidimensionalen Raum fiihren zu dem Problem, zu zwei
gegebenen Vektoren einen orthogonalen Vektor zu bestimmen. Dieses Problem soll nun
unabhangig von einer konkreten Aufgabe allgemein gelost werden, d.h.: Es soll zu zwei be-
liebigen Vektoren @ und D des Raums R? ein Vektor 7 bestimmt werden, fiir den gilt

T =0A b =0.

Erklirung 2.53. Das dufere Produkt oder Vektorprodukt zweier Vektoren @ und b st der
Vektor 77, fiir den gilt:

(i) T=0fallsT=0 V ?:6);
(ii) Sind @ # 0AD # 6), so ist
) = @) |sin (T, D);

(iii) Sind auflerdem @ und D nicht kollinear, d.h. sin (@, 7) # 0, so steht 7’ senkrecht

H
auf @ und auf b. Dabei ist die Richtung von 7 so bestimmt, dal das geordnete

Vektortripel (@, ?, ') zu der positiven Drehungsrichtung des Raums gehort, d.h.
ein positives Vektortripel laut der Rechte-Hand-Regel ist.

—

Das Vektorprodukt wird symbolisch so dargestellt: W = @ x b .

2.5.1. FEigenschaften des Vektorproduktes. Es seien 7,?,? drei beliebige Vektoren des
Raums.
é
(1) Falls @ # 0 AD + 0 gilt, so ist
N —

Ixb=07a]| b

(2) @ x b =7 x ?, d.h. kehrt man die Reihenfolge der beiden gegebenen Vektoren
um, so tritt an der Stelle ihres Vektorproduktes der gleichlange, aber gegensinnig
gerichtete Vektor auf.

B) (T+b)xT=aTx7C
(4) (\@) x (b)) = \)(@ x D), A peR.

(5) Ist @ x Y + ﬁ, so ist |@ x ?| gleich dem Inhalt des Parallelogramms, dessen

H
benachbarten Seiten Reprisentanten von @ und b sind.

_>_>

+ b x ¢.
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(6) Falls @ # 0Ab # 0 gilt, so ist

b
sin(?,?) = ‘(L_)X |
[all ]

(7) Ist der positive Windungssinn im Raum durch die Annahme eines rdumlichen karte-
sischen Koordinatensystems festgelegt, und sind in diesem System («,/3,7) und
(o, 3',) die Koordinaten der Vektoren @ bzw. ?, so erhilt man die Koordinaten
(o, 3",~") ihres Vektorproduktes durch die Gleichungen:

a f
o B

1

n_ | 7 @
(6]

Das Vektorprodukt von zwei Vektoren ist von der Wahl des Koordinatensystems
unabhangig. Die Koordinaten dieses Produktes hangen dagegen vom Koordinatensystem
ab.

Aufgabe 2.54. Beweisen Sie, dafl folgendes stets gilt:

(@x b)2=a%02— (T D)

Beweis. Falls @ = 0 V b = ﬁ, so ist die Gleichung erfiillt.
Sind?;«réﬁ> A ?#ﬁ,sogilt

(@x b)2=|ax b2={a|b|sin(a, b)}?

— TP D21 —cos? (T, b)) =22 — (T b)>

O
Aufgabe 2.55. Beweisen Sie:
(@—-D)x(T+b)=2ax b

Es seien @ }f ?, AB und AD Repriisentanten von @ bzw. b, und ABCD der von
ﬁ
b €

A, B, D eindeutig bestimmte Parallelogram. Dann ist DB c(a —
Die geometrische Deutung der obigen Gleichung ist (Fig. 10.22):

|(7 — ?) X (?—i—?” = 2SABCD = 2|E> X ?|

Satz 2.56. FEs gilt stets:

D) (Txb)xaT=(Ta)b - (ba)a;
() (Tx0)xb=(ab)b—(D0)a;
(i) (T x D)xC=(a)b — (027
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2.6. Spatprodukt von Vektoren. Rauminhalt eines Tetraeders.

Erklirung 2.57. Sind @, ?, ¢ drei Vektoren, so heiBt der Skalar
(@xb)e
Spatprodukt dieser Vektoren.

Aus der geometrischen Interpretation des Skalarprodukts folgt, daB (@ x ?)? gleich
—
dem Produkt aus der Linge von (@ x b ) und der algebraischen Linge der Projektion von
—

¢ auf (d x ?) ist. Da |@ x b | gleich dem Flicheninhalt des von @ und b gespannten

Parallelogramms ist, stellt |(@ x ?)?| das Volumen des von den Vektoren @, ?, <

aufgespannten Spates dar (Fig. 10.23).

Spat ist ein anderer Name fiir Parallelepiped oder Parallelfach.

Das Spatprodukt dreier Vektoren, eine Kombination von Kreuzprodukt und Skalarpro-
dukt, ist die GroBe des orientierten Volumens des Spats, der durch die drei Vektoren aufges-
pannt wird. Unter orientiertem Rauminhalt versteht man dabei das Volumen multipliziert
mit dem Faktor +1, falls die Vektoren ein rechtshandiges Tripel bilden, und multipliziert
mit —1, falls sie ein linkshandiges Tripel bilden.

Satz 2.58. Das Spatprodukt ergibt genau dann Null, wenn die Vektoren in einer FEbene
liegen, also komplanar beziehungsweise linear abhangig sind. In diesem Fall hat auch der
Volumeninhalt des aufgespannten Spates den Wert Null.

Das Spatprodukt von drei Vektoren ist vom Koordinatensystem unabhangig.

Ein Tetraeder (v. griech.: tetraedron = Vierflichner) ist ein Korper mit vier Seitenflachen,
eine dreiseitige Pyramide.

Wihrend man in der elementaren Stercometrie den Rauminhalt (das Volumen) eines
Tetraeders als eine stets positive Grofle ansieht, empfielt es sich in der analytischen Ge-
ometrie vielfach Tetraeder von positivem und negativem Rauminhalt zu unterscheiden.

Man legt zunachst den positiven Windungssinn im Raum fest und trifft folgende Festset-
zungen:

(1) Ein Tetraeder soll erst dann als vollig bestimmt gelten, wenn nicht nur seine Ecken
selbst gegeben sind, sondern zwischen ihnen auch eine bestimmte Reihenfolge
vorgeschrieben ist.

(2) Sind A, B, C, D der Reihe nach die Ecken eines vollig bestimmten Tetraeders, so soll
als orientierter Rauminhalt dieses Tetraeders diejenige positive oder negative Zahl
bezeichnet werden, deren absoluter Wert den Rauminhalt im Sinne der elementaren
Stereometrie (d.h. V = $S4pc.h) angibt und deren Vorzeichen “+ 7 oder “—" ist,

—_— — —
je nachdem die drei Richtungen AB, AC, AD im positiven oder negativen Sinne
aufeinander folgen.

Andert man die Reihenfolge der Ecken des Tetraeders, so bleibt der Inhalt ungeéndert
oder verwandelt sich in den entgegengesetzten Wert, je nachdem die neue Anord-
nung der Ecken eine gerade oder ungerade Anzahl von Inversionen beziiglich der
urspriinglichen Anordnung darbietet.

Fir den orientierten Rauminhalt des Tetraeders DABC mit
= SN —_—  — —_—
DAed, DBe b, DCec
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gilt die Formel
1

1 1
V:aﬁx%?:a? ﬂ?:a?xmﬁ

Satz 2.59. Der orientierte Rauminhalt des Tetraeders DABC, dessen Ecken D(x, Yo, 20),
A(z1,y1,21), B(xa,y0,22), Cl(x3,ys,23) tm kartesischen Koordinatensystem K = Oxyz
gegeben sind, wird durch die folgenden Determinanten gegeben:

To Yo 2 1
1 i —To Y1—Y 21— 20 1
Vi . . T 1oz 1
DABC = 7| L2 — %o Y2 — Yo <2 — 20 | = = 1
0 T3 — Lo Y3 — Yo 23— %0 T2 U=
T3 Y3 z3 1

Aufgabe 2.60. (1) Beweisen Sie die Gleichung

;7+7m?+?pq?+7n:76

(2) Beziiglich des kartesischen Koordinatensystems K sind die Punkte A(1,0,0), B(0,1,0),
C(0,0,1), D(1,1,1) gegeben. Welche Lénge hat das Lot des Tetraeders, welches
durch die Ecke D lauft?

(3) Beziiglich des kartesischen Koordinatensystems K sind die Punkte A(1,0,1), B(0,1,1),
C(1,1,0), D(1,1,1) gegeben. Liegen sie in einer Ebene?

(4) Beziiglich des kartesischen Koordinatensystems K sind die Punkte A(1,1,0), B(1,0,1),
C'(0,1,1) gegeben. Welchen Fliacheninhalt hat das Dreieck ABC?

(5) Beweisen sie fglgende_) Gleichungen:
(@) H(@+0)x (b +)HT+a)= (T x
D) (Tx D)X T+ (b xT)x T+ (T xT)x
() @{Y = (@ x d)}=(@e)b d)—(ad)

(6) Die Vektoren @ un v

x ).

_l’_
-
d
d

sind folgendermaflen erklart:

T

TP =1 (@) =]
Es seien

— —

OA = OB=ax1b, 0OC=1x(axDb).

Beweisen Sie, dal OA, O—B>, OC linear unabhangig sind.
—  — —
Rechnen Sie das Spatprodukt (OA x OB)OC' aus.

l sl

3. GERADEN

Jede Gerade ist ein geometrisches Grundobjekt.

Je zwei verschiedene Punkte bestimmen genau eine Gerade.

Die Gerade AB, welche durch zwei verschiedene Punkte A und B eindeutig bestimmt
ist, ist die Menge aller Punkte M mit AM = \AB , A € R. Die geometrische Bedeutung
der Zahl X\ ist

(11.1) A=

E
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Es sind folgende Félle moglich:
(a) Liegt M zwischen A und B, so ist A € (0,1) (Fig. 11.1).
(b) Liegt B zwischen A und M, so ist A > 1 (Fig. 11.2).
(c) Liegt A zwischen M und B, so ist A < 0 (Fig. 11.3).
Es sei O ein beliebiger Punkt im Raum. Wir betrachten die Gerade ¢ = AB durch die

verschiedenen Punkte A und B und stellen die Frage: Wie kann man zu einem beliebigen
Punkt M der Geraden ¢ den Ortsvektor beziiglich O bestimmen?

Es gilt:
— —_— -
e AM =0M—-0OA — Vektoraddition
und
— — — — —
e OM =0OA+ ) AB — Gerade g, gegeben durch AM = AAB, A € R.

Bezeichnet man mit 7 = O—]\/[ , Ta = O_1>4 und 7, = O—B> die Ortsvektoren des beliebigen
Punktes M und der verschiedenen Punkte A und B, dann hat die Gerade AB die Gleichung

(11.2) T =Ta+ N7 —Ta) =1 —=N7Ta + A7, MeR.

Diese Parameterdarstellung heifit Zwei- Punkt-Form der Geradengleichung.
27— i — B — = .
Setzt man OM = 1", OA=7ry; und AB = v # 0, so erhilt man

(11.3) g: T =To+A\T, T#£0, AcR

Den zum Punkt A fithrenden Ortsvektor 7 nennt man auch Stitzvektor der Geraden g.
Der Ortsvektor jedes Punktes der Geraden g kann als Stiitzvektor dienen.

Durch v # 0 wird die Richtung der Geraden g bestimmt. v heit daher Richtungsvektor
der Geraden. Jeder von 0 verschiedene und zu g kollineare Vektor kann als Richtungsvektor
gewahlt werden.

Man nennt die reelle Zahl A in (11.2) bzw. (11.3) Parameter. Die Darstellung (11.3) heifit
Parameterdarstellung der Geraden oder Punkt-Richtungs-Form der Geradengleichung.

Wenn A alle reellen Zahlen durchlauft, dann erhéalt man alle Punkte der Geraden mit
den Ortsvektoren 7 = 7g + A7 . Zu jedem Wert von A € R gehért genau ein Punkt M
der Geraden, und umgekehrt gehort zu jedem Punkt M der Geraden genau eine reelle Zahl
A eR.

Es gibt also eine ein-eindeutige Abbildung von der Menge aller Punkte einer Geraden
auf der Zahlengerade.

Die Gerade ist eine einparametrige Punktmenge.

Sind die Richtungsvektoren von zwei Geraden kollinear, so sind die Geraden entweder
parallel oder gleich.

Ist in der Gleichung (11.3) der Stiitzvektor 75 der Nullvektor, so erhalten wir die Gleichung
einer Geraden durch den festgelegten Punkt O.

Die Menge aller Punkte M, deren Ortsvektoren der Gleichung 7 = A0, A € R geniigen,
ist die Gerade durch O und B mit OB = © # 0.

Ist O speziell der Ursprung eines Koordinatensystems, so beschreibt diese Gleichung die
Ursprungsgerade durch B.
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3.1. Geraden in einer Koordinatenebene. Fiir diesen Abschnitt sei ein fiir allemal vere-
inbart, daf§ bei allen Betrachtungen, die sich auf die in einer bestimmten Ebene E liegenden
Punkte und Geraden beziehen, in dieser Ebene ein System K = Oxy von Parallelkoordi-
naten eingefiihrt sei. Dieses System darf im allgemeinen schiefwinklig sein; nur wenn es
ausdriicklich hervorgehoben wird, mufl es rechtwinklig, sogar kartesisch, sein.

Es sei in der Ebene E die Gerade g durch die Gleichung (11.3) gegeben, und es seien
(z,v), (20,10) bzw. (a, 3) die Koordinaten von 7", 75 bzw. v beziiglich K. Die Vektorgle-
ichung (11.3) ist gleichbedeutend mit dem System der Koordinatengleichungen

r=1x9+ A,
y:yo+)\57 AERv (avﬁ) # (070)

Durch Multiplikation mit den Faktoren § bzw. —a und nachfolgende Addition kann man
aus diesen Gleichungen eine Gleichung

(11.5) fr—ay—(fxg—ay) =0

gewinnen, welche nur noch die Koordinaten (z,y) eines beweglichen (laufenden) Punktes
der Geraden g, aber nicht mehr den Parameter A enthalt.
Bezeichnet man

(11.4)

B=1a, a=:-b [rg—ay =: —c,

so schreibt man die Gleichung (11.5) in der Form
(11.6) ar + by +c=0, a = const, b = const, ¢ = const, (a,b) # (0,0).

Satz 3.1. Wenn in einer Ebene eine Gerade g gegeben ist, so ist es immer moglich, eine
lineare Gleichung (11.6) zwischen x undy von solcher Beschaffenheit anzugeben, daf$ die Ko-
ordinaten eines jeden auf g liegenden Punktes diese Gleichung erfillen, und auch umgekehrt,
jeder Punkt, dessen Koordinaten (z,y) die lineare Gleichung (11.6) befriedigen, liegt auf g.

Beweis. Ist g durch den Punkt M;(zg,7o) und den Vektor P’ («,3) # 0 bestimmt, so
gelten fiir die Koordinaten (x,y) eines beliebigen Punktes auf g die Gleichungen (11.4).
Daraus gewinnt man die Gleichung (11.5), und also (11.6).

Ist jetzt die lineare Gleichung (11.6) gegeben und ist z.B. b # 0, so nehmen wir den Punkt

P (O, —g) und den Vektor o' (—b,a) in Betracht. Die Koordinaten von P sind eine konkrete
Losung von (11.6). Die Gerade h, die eindeutig mittels P und @ bestimmt ist, hat die
Gleichung (11.6). Da aber v = p'(a, 3) ist und P € g (falls A = _ 1o ist), so ist h = g.

a

O
Wir fassen zusammen:

(1) Jede in einer Ebene liegende Gerade 1afit sich durch eine Gleichung ersten Grades
zwischen den Koordinaten eines beweglichen Punktes auf dieser Geraden darstellen.

(2) Jede Gleichung ersten Grades zwischen den Koordinaten (z,y) eines in einer Ebene
liegenden Punktes stellt eine gerade Linie dar.

Die Geradengleichung (11.6) heiit allgemeine Geradengleichung oder parameterfreie Ger-
adengleichung.

Satz 3.2. Hat man ein und dieselbe in einer Ebene E liegende Gerade g durch zwei ver-
schiedene Gleichungen ersten Grades zwischen den Koordinaten (x,y) eines beweglichen
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Punktes dargestellt
(i) ax+by+c=0 A (it) de+by+ =0,

so geht jede dieser Gleichungen aus der anderen durch Multiplikation mit einem konstanten,
von Null verschiedenen Faktor hervor.

Beweis. Da (a,b) # (0,0) ist, so sei etwa a # 0. Man kann die Gleichung (i) nach x

auflosen:
b c

@ r=—2y- S,
d.h. zu jedem beliebigen Wert von y gehort ein auf g liegender Punkt M (—2y — £, y), dessen
Abszisse durch die Gleichung (7i7) gegeben wird.

Da (ii) ebengfalls die Gerade g darstellen soll, so mufl sie befriedigt werden, wenn man
fiir x und y die Koordinaten von M einsetzt. Es mufl also

b
d(—2y = )+ iy +d =0
a a

oder
! !

a a
R 2o =0
(W = =)y + (¢ = —¢)

/
sein fiir jeden beliebigen Wert von 3. Dies ist aber nur dann moglich, wenn b’ = % b und
a
!/ /
¢ =2 gilt. Reiht man noch die selbstverstandliche Gleichung o’ = 2 o dazu an, so sieht
a a
/
man, daf§ die Gleichung (i7) aus der Gleichung (¢) durch Multiplikation mit « hervorgeht.
a

a/

— #0, da sonst o/ =V = ¢ =0 gilt, was der Voraussetzung widerspréche.
¢ O
Die Koeffizienten a,b,¢ ((a,b) # (0,0)) in der allgemeinen Geradengleichung legen die
Gerade fest.
3.2. Arten von Geradengleichungen. Fiir eine Gerade gibt es verschiedene Gleichungs-
formen.
(1) Fiir a = 0 ist die Gerade mit der allgemeinen Gleichung by +c =0 (y+g =0) eine
Parallele zur z-Achse.
(2) Fiir b = 0 ist die Gerade mit der allgemeinen Gleichung ar +c¢ =0 (z+ 2 =0)
eine Parallele zur y-Achse.

(3) Fiir ¢ = 0 verlauft die Gerade mit der allgemeinen Gleichung ax +by = 0 durch den
Koordinatenursprung (Nullpunkt).

(4) Die z- bzw. y-Achse hat die Gleichung y =0 bzw. z =0.

(5) Die Halbierungslinie des Winkels zwischen den positiven Laufrichtungen der Koordi-
natenachsen (und seines Scheitelwinkels) hat die Gleichung = —y = 0.

(6) Es sei g eine in einer Ebene E liegende Gerade, die zur y-Achse nicht parallel ist und
es sel ar+by+c =0 ihre allgemeine Gleichung. Da b # 0 ist (g ff Oy), so kann man
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die Geradengleichung durch b dividieren und es ergibt sich mit k = —% AN m= —g

die Hauptform
(11.7) y=kxr+m

der Geradengleichung beziiglich des schiefwinkligen Koordinatensystems K.

Die Strecke m in (11.7) wird von der Geraden g auf der y-Achse abgeschnitten,
deshalb heifit m auch Achsenabschnitt oder genauer y-Achsenabschnitt.

Geraden, die Parallelen zur y-Achse sind, besitzen also keine Hauptform.

(7) Ist K ein kartesisches Koordinatensystem, so ist der Koeffizient & in (11.7) der
Richtungskoeffizient oder die Steigung der Geraden g.
Es gilt (Fig. 11.4):
— Ist S =g¢gN Oy, so hat S die Koordinaten (0,m).
— Die Gerade go {3 S, || Oz} hat die Gleichung y —m = 0.
— Sind P(xg, kzo + m) ein beliebiger Punkt auf g, P.(z¢,0) die senkrechte Pro-

jektion von P auf Oz, und Q(xg,m) = go N PP,, so entzieht man aus dem
rechtwinkligen Dreieck SPQ
QP
tand = Q: = @ =
Zo

Die Steigung k ist also gleich dem Tangens des Winkels 9, den die Gerade mit
der positiven Richtung der x-Achse einschlief}t.

Der Achsenabschnitt kann ebenso wie die Steigung je nach Lage unterschiedliches
Vorzeichen besitzen.

Die Gleichung

(11.8) y =tanv.x +m

ist als kartesische Hauptform der Geradengleichung beziiglich des kartesischen
Koordinatensystems K bekannt.

(8) Hat eine Gerade den Achsenabschnitt zy auf der z-Achse und den Achsenabschnitt
yo auf der y-Achse, d.h. die Gerade geht durch die Punkte A(z,0) und B(0, yo) mit
xg #0 A yo # 0, dann lautet die Achsenabschnittform der Geradengleichung (Fig.
11.5)

(11.9) S Sy
Lo Yo
Aus der allgemeinen Geradengleichung ax + by + ¢ = 0 ergibt sich die Achsenab-
schnittform durch Division durch —c¢ # 0.

Satz 3.3. Ist das Koordinatensystem K = Oxy kartesisch und ist die Gerade g durch ihre
allgemeine Gleichung

ar+by+c=0, (a,b)+#(0,0)
beziiglich K gegeben, so ist der Vektor n (a,b) zu g senkrecht.

Beweis. Es seien Mj(xq1,y1) und My (2, y2) zwei verschiedene Punkte der Geraden g. Es
gelten die Gleichungen

ax;1+byr +c=0 (My €g) N axg+bys + ¢ =0 (M, € g).
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Nach Subtraktion bekommt man, dafl stets
(i) a(xe — 1) + by — 1) =0
gilt (auch beziiglich eines schiefwinkligen Koordinatensystems).

Da M My (x5 — 1,92 — 1) und 70 (a, b) beziiglich des kartesischen Koordinatensystems K

ein Skalarprodukt a(zs — 1) + b(y2 — y1) haben, so bedeutet die Gleichung (7), da M; M,
und 7 senkrecht zueinander sind, d.h. 7 ist senkrecht zu g.
U

Zusatz 3.4. Ist das gegebene Koordinatensystem K kartesisch und sind g, : y = kix + my
und go Yy = kox + my zwei verschiedene Geraden, so sind sie genau dann senkrecht zu
einander, wenn kikys = —1 gilt.
Beweis.

Giy=krz+m = kr—y+m =0 = n(k,—1) L gi;

920 Y=kt +my = kot —y+my=0 = ny(ky, —1) L go;

g L g & n L ony e mnp=0 < kik+1=0.

OJ

Zusatz 3.5. Es seien K = Oxy ein kartesisches Koordinatensystem in der Fbene E und
g1 y=kix+my, go: y=keox + my zwei sich schneidende Geraden mit kiky # —1. Ist
¥ der spitze Winkel zwischen g, und g, so ist

_ ke =kl

11.10 tand = ——L.
(11.10) T I k]

Beweis. Essei 0 = Z(nj,7n3). Danist § =9 < § =7 —19 und tand = |tanf|. Es gilt
mng = kiks + 1, n1°ny° — (ning)® = (b} + 1) (k3 + 1) — (kiky + 1)* = (ky — k1)?

= |tanf| =

sin 0 ‘ 77{2772)2 - (77{772))2 . |k?2 - /f1|

B etz L k|

cos
O

Aufgabe 3.6. Beziiglich des kartesischen Koordinatensystems K = Ozy in der Ebene F
seien folgende Geraden und Punkte gegeben:

a: 3x+4y+2=0, b: 5r—12y+1=0, A(1,—-2), B(0,—1).

Bestimmen Sie:

(1) eine analytische Darstellung der Geraden AB.
Losung.
—
I. AB{3 AN | AB(-1,1)} =

r=1-—s,

AB y=—-2+s, seR
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II. (Fig. 11.6) AB : wx+vy+7r =0 A (u,v) # (0,00 = 7(uv) L
AB A D(—v,u) || AB= FkcR\{0}: P =kAB = u=k Av=Fk =
AB: kx+ky+r=0.

Der Punkt A liegt auf der Geraden AB, d.h. die Koordinaten von A sind eine
Losung der Geradengleichung: k.1+k.(=1)4+r=0 = r=%k =

AB: z4+y+1=0.

1. AB(-1,1) | AB = ®(1,1) L AB = AB: z+y+r=0.
Der Punkt A liegt auf der Geraden AB, es gilt r = 1.

IV. AB(—-1,1) || AB. Es sei M(z,y) ein beliebiger Punkt der Geraden AB. Es
— — — —_— —
gilt: AM(z—1,y+2) | AB = AM || AB = 3A€R: AM = \AB =

r—1 y+2

AB : q 1

‘:0 = AB: z+y+1=0.

(2) eine analytische Darstellung der Geraden [ {3 A, || a}.
Lésung. A ¢ a = | # a ist eindeutig bestimmt (Fig. 11.7).

L l||laen | me3dkeR: nj=Fkn, = n,(3,4) L1 =

l:3x+4y+5=0.

I al| @(-43) =1 dAI>A =

r=1—4\,

AB: 1 Z Jo48) AeR

(3) eine analytische Darstellung der Geraden m {3 B, L b} (Fig. 11.8).
Lésung. Es seien die Geraden b : ux +vy +r = 0und m : vz +v'y +1" =0
gegeben. Dann gilt: m L b < n,(u,v") L ny(u,v) & v'u+v'v=0.
Ln(5,-12) L b= || m=m{3B,| m} =
x =045\,
y=—1-12)\, A€ R,

— —
II. b(12,5) | b= m L b A m>B =
m: 12z 4+ 5y +5=0.
(4) die Koordinaten des Bildes B’ von B bei der Spiegelung an der Geraden a.
Losung. (Fig. 11.9) h {3 B, La}: 4o —3y—3=0, h N a= By(x,—5),
—— — —

(5) analytische Darstellung der Geraden ¢ {3 B, > a N b}.
Anleitung. a N b= P = q= BP.

(6) die Achsenabschnittform der Geradengleichungen von a und b.

(7) die kartesischen Hauptformen der Geradengleichungen von a und b.
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(8) die Winkel o und 3, welche die Geraden a bzw. b mit den Koordinatenachsen

schliefen.
Antwort: tana =k, = —%, tan 3 = ky = %
(9) den Winkel zwischen a und b.

. 3 5 = Jka—ks| 56
L D) k=2 A k= — =t b)) = e T 9D

Gsung. 1) g M= gg = tan(a b) = gmem e = 5

=
b 33

II) T(=4,3) || a A 5(12,5) || b = cos(@, b)e = —

@ 6

(10) die Winkel, welche die Gerade AB mit der x- bzw. y-Achse schliefit.

Aufgabe 3.7. Beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems K = Oxy seien die Geraden
b: bx+4y—13=0, ¢: o+ 2y —5=0 und der Punkt H(14,15) gegeben. Bestimmen
Sie die Koordinaten der Eckpunkte des Dreiecks ABC, so da} b und c¢ die Seiten AC' bzw.
AB des Dreiecks, und H sein Hohenschnittpunkt seien.

Losung. (Fig. 11.10)

he{> H, L c}: 2x—y—13=0, henb=C(5,-3);
hy{> H, L b}: 4z —5y+19 =0, hyNe= B(—1,3)
= bNec=A(1,2).

Aufgabe 3.8. Die Geraden b: 5z +4y—13 =0, ¢: 42y —5 = 0 sind Seiten eines

Dreiecks, der Punkt M (g, %) ist der Schnittpunkt seiner Seitenhalbierenden. Bestimmen Sie
die Koordinaten der Eckpunkte des Dreiecks.

Losung .
bNne=A(1,2).
B(ZEl,yl) cc = $1+2y1—5:0,
C((L’g,yQ) €b = 5x2+4y2—13:0.
E— e — — — — E— —
OM = 3(OA+0B+0C) = OB+ 0C =30M —0OA
= r1+r=4 Ny +y=0= B(-1,3) A C(5,-3).

Aufgabe 3.9. Die Punkte A(1,0), B(1,1), C(5,3) sind Eckpunkte des Dreiecks ABC
beziiglich des kartesischen KS’s K = Ozy. Bestimmen Sie analytisch:

a) die Winkelhalbierende 14 des Winkels C'AB;
b) die Seitenhalbierende m, der Seite (BC);
c) das Lot hy des Dreiecks ABC.

Lésung. (Fig. 11.11)
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—

a) AC(3,4) = |AC| =5, AB(0,1) = |AB| =1.

43 AC AD
f< ) A F0,1) S [Fl=(7]=1
4

55) = [ac] = T4B]
— 4 8 —
= T+ (55)-3Tan

—_
W{2A || l}: 2e—y—2=0.

— 1 — —
b) M€ (BC) A AM(2,2) = 5(AB + AC).
—
ma{3 A, || AM}: z—y—1=0.
—
C) ha L 30(4,2) ANhyo2A = hy: 20+y—2=0.

Aufgabe 3.10. Beziiglich des kartesischen KS’s K sind die Geraden a : 22—y —5 = 0 und
b: 3r —y—1=0 gegeben. Bestimmen Sie das Bild ¢’ von a bei der Spiegelung S; an der
Geraden b (Fig. 11.12).

Lésung. P=anb NA(#P)ca = Sp(P)=P =P AN S(A)=A #A =

a=PA : 11z -2y + 18 = 0.

Aufgabe 3.11. Die Geraden p: x—1=0, ¢ : x—2y+1 = 0 sind Seiten eines Dreiecks, die
Gerade r : z —y — 1 = 0 ist eine seiner Seitenhalbierenden. Bestimmen Sie die Eckpunkte
und den Flacheninhalt des Dreiecks. Das Koordinatensystem ist kartesisch.
Lésung. (Fig. 11.13) png= B(1,1) = B ¢r.
.

— —
) rop=A(1,0) A rNg=M(3,2) = OC(53)=20M — OB = oapc = —2.
Mrnp=M ANrnNg=C = ...

Aufgabe 3.12. Welche allgemeine Gleichung hat die Gerade g, welche durch den Punkt
A(—1,1) lauft und einen Winkel von der Grosse Z mit der Geraden [ : 22 4+ 3y — 6 = 0

schlieft? Das Koordinatensystem ist kartesisch.

Aufgabe 3.13. Gegeben sind die Winkelhalbierende [ : x — 3y = 0, die Seitenhalbierende
mp : 3x + 8y — 18 = 0 und das Lot he : © = 4 des Dreiecks ABC. Welche sind die
Koordinaten von A, B und C?7 Das Koordinatensystem ist kartesisch.

3.3. Hessesche Normalenform der Geradengleichung. Abstand Punkt-Gerade.

Erklarung 3.14. Es sei in der Ebene E ein kartesisches Koordinatensystem K = Ouxy
festgelegt. Es sei ux + vy + = 0 die allgemeine Gleichung einer Geraden g beziiglich K.

Hat der Normalenvektor N (u,v) von g die Lénge 1, so heiit ux +vy+r =0 die Hesse-
Form oder Hessesche Normalenform der Geradengleichung (nach dem deutschen Mathe-
matiker Ludwig Otto Hesse (1811 — 1874)).
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Wenn man in einer Ebene E einen Strahl [~ und eine Orientierung mittels eines karte-
sischen Koordinatensystems K = Ozy gegeben hat, so bezeichnet man als die positive
Normalenrichtung von [~ diejenige in der Ebene liegende und zu [~ senkrechte Richtung,
welche aus der Richtung von [~ durch positive Drehung um einen rechten Winkel hervorgeht.

Die Halbebene mit dem Umrif§ [ || [~ in F, nach welcher die positive Normalenrichtung
sich erstreckt, wird die positive Halbebene beziiglich | genannt.

Erklarung 3.15. Wenn in einer orientierten Ebene E eine orientierte Gerade g gegeben ist,
so pflegt man unter dem orientierten Abstand eines in der Ebene E liegenden Punktes M
von der Geraden g diejenige positive oder negative Zahl zu verstehen, deren absoluter Wert
die Lange des von M auf g fallenden Lotes angibt und deren Vorzeichen “+ 7 oder “ —7
ist, jenachdem der Punkt M sich in der positiven bzw. negativen Halbebene beziiglich ¢
befindet.

(Fig. 11.14) (Fig. 11.15)
g: (Z_UW) = g: (l/_):_l_>7 ?:_ﬁ) =

o o
AeX: AA=AAT, AA>0; | Ae: AgA=AgA n, AgA < 0;

— _— _
BeX: ByB=ByB W, BoB<0. | BeX: ByB=B,Bn', BB > 0.

Satz 3.16. Ist in einer orientierten Ebene E (Fig. 11.16) eine orientierte Gerade g gegeben,
bestimmit ferner T (cos p,sin ) die positive Normalenrichtung dieser Geraden und ist o € R
der orientierte Abstand des Koordinatenursprungs O von der Geraden g, so lautet die Hesse-
Form oder Hessesche Normalenform der Geradengleichung

(11.11) g: cospx+sinpy+ o =0.

Beweis. Durch den Ursprung O sei der zu 7’ gleichsinnig kollineare Strahl I~ gezogen.
Derselbe treffe g in F'. Dann ist

OF = —FO = —o7 = OF 7.
Falls P(x,y) einen beliebigen auf g liegenden Punkt bezeichnet, so ist

O_P)W:P’I“WO—P):_F: —0
und auferdem
—_ N .
OP n =cospz+singy.
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt (11.11).
O

Ist die Gerade g durch ihre allgemeine Gleichung uz+vy+r = 0 beziiglich des kartesischen
Koordinatensystems K gegeben, so ist der Vektor N (u,v) ein Normalenvektor von g. Seine

- U v 1 —
Lange ist |[N| = vu? + v2. Der Vektor 7 ( , > = ———— N hat die
s V] Vuz + 02 Vu? + 02 Vu? + v?
—u —v -1 =

—
Lange 1; genauso der Vektor n’ , = N
808 Vu2 + 02 Vu? + 02 Vu? + v?

Die Vektoren 7 und n’ sind gegensinnig kollinear.
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Zusatz 3.17. Wenn in einem kartesischen Koordinatensystem K eine Gerade durch ihre
allgemeine Gleichung uxr+vy+r =0 gegeben ist, so leitet man aus thr durch Multiplikation

Vu? +v?
Ist die Gerade orientiert, so mufs das Vorzeichen des Normierungsfaktors entgegengesetzt
zu dem von r gewahlt werden.

mit dem Normierungsfaktor die Hessesche Normalenform her.

Satz 3.18. Wenn in einer orientierten Ebene E die Gleichung einer orientierten Geraden
g in der Hesseschen Normalenform

g: cospr+sinpy+ =0

gegeben ist und P(&,n) ein beliebiger Punkt der Ebene E ist, der nicht auf g zu liegen braucht,
50 ist

O0(P,g) =cosp& +sinpn+p
der orientierte Abstand des Punktes P von der Geraden g.

Beweis. (Fig. 11.17) Es sei OF T W A F € g. Esseiferner P’ die senkrechte
Projektion des Punktes P auf den Strahl OF . Dann ist

§(P,g)=FP = 0P — OF.

Nun ist aber

OP" =cos p.£ +sing.n A OF = —9 = §(P,g) = cos p.£ +sing.n + o.
OJ
Aufgabe 3.19. In der Ebene eines kartesischen Koordinatensystems seien ein Punkt P(&, )
und eine Gerade g : uxr+vy+r = 0 gegeben. Man soll den orientierten Abstsnd des Punktes

P von dieser Geraden ermitteln.
Lésung. Man formt die Gleichung von g durch Division mit ev/u? + v2, € = £1 um, z.B.

Suxrt+vy+ro

Va2 +or

urruvyr fir x bzw. y die Koordinaten £ bzw. n des Punktes P ein:

Vu? + v?

und setzt in

u +vn+r
Vu? 4 v?

Ist die Gerade orientiert, so ist das Vorzeichen ¢ des Normierungsfaktors evu? + v?

=0(P, g).

€= —signr.

Aufgabe 3.20. In einem kartesischen Koordinatensystem sind zwei einander schneidende
Geraden durch ihre allgemeinen Gleichungen gegeben:

a: ur+vy+r=0, d:dr+dy+r =0.

Man soll Gleichungen der Halbierungslinien der von a und a’ gebildeten Winkel bestimmen.
I B ur oy +r 0b e+ o'y +r’
dsung. Es sei ——— =0 baw. ————
! Vet Vi 1 o
der Geradengleichung von a bzw. a’ und es seien b und b’' die beiden Halbierungslinien des
gegebenen Winkels (Fig. 11.18).

= (0 die Hessesche Normalenform
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Es sei M({,n) € b = |0(M,a)| = |0(M,d’)|. Es sei auBerdem 6(M,a)d(M,a’) > 0. Es
gilt also 0(M,a) = 6(M,a’) und

ué +vn+r

VuZ 42

ulg +U/,r’ +,r,/
p— — / pr—
= 5(M7CI,) = (5(M7(l) = W
Die Gleichung
u{+op+r  W{+upt+r
VETE | Vi o?
ist fiir jeden Punkt der Geraden b erfiillt und ist demnach die allgemeine Gleichung von b.
Es sei M'(¢',n') € b/ = |6(M',a)| = |0(M',d’)|. Es gilt auerdem 6(M’,a)0(M',a") < 0
und also 0(M’,a) = =§(M’',a’), d.h.
ul +on' +r

Vu? + v?

UISI +,UI,’7/+,',,/

= 0(M',0) = —0(M', ) = == o

Die Gleichung
ul +on' +r W+ +r’
Vu? +v? - uw? + v
ist fiir jeden Punkt der Geraden ¥’ erfiillt und ist demnach die allgemeine Gleichung von b'.
Die allgemeinen Gleichungen der beiden Winkelhalbierungslinien sind

=0

ur +vy+r vz +uy+r

A /u2 + 02 ul2 + /0/2

Aufgabe 3.21. In der Ebene eines kartesischen Koordinatensystems Oxy sind die Geraden
a: x—3y=0undb: 3x —y+5=0 gegeben. Man finde:

a) eine Hessesche Normalenform der Geradengleichungen von a und b;
b) Gleichungen der Halbierungslinien der von a und b einschliefenden Winkel;

c) eine Gleichung der Halbierunglinie dieses Winkels zwischen a und b, fiir welchen der
Punkt M (1,1) ein Innenpunkt ist.

Zusatz 3.22. In einem kartesischen Koordinatensystem sind zwei einanderschneidende Ger-
aden g, @ cosax +sinay+ 01 = 0 und g : cosfz +sinfBy + 0o = 0 mit ihren Hesse-
Normalenform-Gleichungen gegeben. Es sei ni(cosa,sina) bzw. ns(cos3,sin3) der nor-
male Einheitsvektor von g1 bzw. gs.

Ist nng < 0, so ist der Vektor (771) + n_)g) senkrecht zu der Halbierungslinie des stumpfen
Winkels zwischen g und go (Fig. 11.19).

Die allgemeine Gleichung der Halbierungslinie des stumpfen Winkels ist

(cosa+ cos B)x + (sina + sin B)y + (o1 + 02) = 0.

Ist dagegen ning > 0, so ist der Vektor (77{ + 775) senkrecht zu der Halbierungslinie des
spitzen Winkels zwischen g, und gy (Fig. 11.20).
Die allgemeine Gleichung der Halbierungslinie des spitzen Winkels ist

(cosa + cos B)x + (sina + sin B)y + (01 + 02) = 0.
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Aufgabe 3.23. Die Geraden a: v —3y =0, b: 3z —y+5 = 0 sind durch ihre allgemeinen
Gleichungen beziiglich des kartesischen KS’s K gegeben. Bestimmen Sie analytisch die
Winkelhalbierende [ des spitzen bzw. [’ des stumpfen Winkels zwischen a und b.

. N — = -
Liosung. a’(3,1) || a A b(1,3) || b= ab=6>0= (a,b)e(0,3)
Da |[@|=|0|=+v10,s0ist (T +b) || LA (T —1b) || I
Die Winkelhalbierende des spitzen Winkels ist

1{3anb, || (T +0)}: 4o —4y+5=0.
Die Winkelhalbierende des stumpfen Winkels ist
U{5anb, | (T —b)}: 20+2y+5=0.

Aufgabe 3.24. Beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems seien die Geraden a : = —
2y+1=0und b: 2xr —y—1 = 0 gegeben. Bestimmen Sie die Halbierungslinie des stumpfen
bzw. des spitzen Winkels zwischen a und b.

Antwort: lgpit, : € — Y = 0; lspumpt : ¢ +y — 2 = 0.

Aufgabe 3.25. Es seien die Geraden a: x —2y+2 =0, b: 2x+ 3y —1 = 0 und der Punkt
M(1,1) beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems gegeben. Liegt der Punkt M in
einem spitzen oder in einem stumpfen Winkel zwischen a und b7

4. EBENEN IM RAUM
Eine Ebene E im Raum ist stereometrisch durch folgende Elemente eindeutig bestimmt:
(a) drei nicht kollineare Punkte A, B, C' (Fig. 12.1);
(b) zwei sich schneidende Geraden a N b= P (Fig. 12.2);
(c) eine Gerade a und ein Punkt B ¢ a (Fig. 12.3);
(d) zwei zueinander parallele Geraden a || b (Fig. 12.4);
)

(e) ein Punkt A und eine Normalenrichtung, welche von der Geraden g bestimmt ist
(Fig. 12.5).
In jedem der Félle (a) — (d) haben wir einen Punkt und zwei zueinander nicht kollineare
Vektoren (die Richtungsvektoren der Ebene), welche die Ebene eindeutig bestimmen (d.h.
diese Elemente bestimmen die Lage der Ebene F im Raum), ndmlich:

(a) der Punkt A und die Vektoren AB K AC ;
(b) der Punkt P und die Vektoren @ || a, | b;

)
(c) der Punkt B, ein beliebiger Punkt A € a und die Vektoren @ || a, AB It a
)

(d) ein beliebiger Punkt A € a, ein beliebiger Punkt B € b und die Vektoren @ || a
—
(I0), AB f @
Es sei nun die Ebene E durch den Punkt P und die linear unabhingigen Vektoren P und

¢ bestimmt (Fig. 12.6). Es sei M ein beliebiger Punkt in E. Die Vektoren ]_3?\7[, 7 und
¢ sind komplanar, und da P’ und ¢ linear unabhéngig (d.h. nicht kollinear) sind, so kann

—
b

man PM eindeutig als lineare Kombination von p" und ¢ darstellen:

(11.12) PM=AT7 +u7q, \eR, ucR.



HOHERE MATHEMATIK, ERSTER TEIL 59

Ist O ein festgelegter Punkt im Raum, so gilt auch
(11.13) OM=0P+AT +uT, NeR, peR.

Auf der beschriebenen Weise ordnet man jedem Punkt M in E zwei eindeutig bestimmte
Zahlen (A, ) zu, und umgekehrt, jedem geordneten Paar reeller Zahlen (A, ) ordnet man
mittels (11.12) bzw. (11.13) einen Punkt M in E zu.

Durchlauft M die ganze Ebene E, so laufen die Parameter A und p (unabhéngig von
einander!) die ganze Zahlengerade R durch.

Die Ebene ist also eine zweiparametrige Punktmenge.

Die Darstellung (11.13) heiit Parameterdarstellung der Ebene.

Bezeichnet 7 bzw. 73 den Ortsvektor von M bzw. P, so wird die Ebene E durch den
Punkt P mit den nicht kollinearen Richtungsvektoren p" und ¢ durch die Gleichung

(11.14) T=To+AD+pqg, NeER, p€R
beschrieben. Die Parameterdarstellung (11.14) heifit Punkt-Richtungs-Form der Ebenengle-

ichung. Der Ortsvektor 75 von P heifit Stiitzvektor der Ebene.

Sind @, b und ¢ die Ortsvektoren der nicht kollinearen Punkte A, B bzw. C, dann
beschreibt die Gleichung
b

T =17+ @) +pu(c—-7a), NeR, pueR

bzw.
(11.15) T=(1-A—pwa@+AD+uT, ANER, ueR

N
die Ebene durch A, B und C. Die Richtungsvektoren (b — @) und (¢ — @) sind dabei
nicht kollinear.

Die Parameterdarstellung (11.15) heifit Drei- Punkte-Form der Ebenengleichung.

Ist der Stiitzvektor der Ebene der Nullvektor, so erhalten wir die Gleichung einer Ebene
durch den Ursprung:

(11.16) T =Ap+uqd, NeER, peR.

Zwei Ebenen im Raum sind parallel, wenn sie keinen Punkt gemeinsam haben.
Wir definieren analytisch die Parallelitat zweier Ebenen.

Erklirung 4.1. Zwei Ebenen E; mit den Richtungsvektoren p;, ¢ und F5 mit den Rich-
tungsvektoren ps, ¢ sind parallel, wenn die beiden Richtungsvektoren der einen Ebene
Linearkombinationen der Richtungsvektoren der anderen Ebene sind.

4.1. Ebenen in R3. Ist im Raum ein schiefwinkliges Koordinatensystem K = Oxyz
festgelegt und sind (xo, yo, 20), (P1,P2,P3), (q1,G2,q3) die Koordinaten des Punktes P bzw.
der Vektoren ', ¢, so ist die Vektorgleichung (11.13) gleichbedeutend mit dem System der
Koordinatengleichungen der Ebene E:

T = Zo+ Ap1 + pqr,
(11.17) Y =yo+ Ap2 + uge,

z2=20+ Aps+ pugs; A€ R, peR.
Hier sind (z,y, z) die Koordinaten des beweglichen Punktes M.
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Aus (11.17) kann man durch Multiplikation mit den Faktoren

P2 42
P3s 43

P11 ¢ P2 42

’ U::‘PS q3

w::‘pl Q1‘

und nachfolgende Addition eine Gleichung folgender Art gewinnen
(11.18) ur+vy+wz+r=0 A (u,v,w) # (0,0,0),

wobei r = —(uxg + vy + wzp) ist.

Die Gleichung (11.18) enthéalt nur noch die Koordinaten des beweglichen Punktes M der
Ebene F, aber nicht mehr die Parameter A und u.

Die Gleichung (11.18) ist die Koordinatenform ( die parameterfreie Form, die normale
Form) der Ebenengleichung oder die allgemeine Gleichung (die Normalenformgleichung) der
Ebene F.

So haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 4.2. Jede Ebene des Raumes lafst sich durch eine Gleichung ersten Grades (lineare Gle-
ichung) zwischen den Koordinaten eines in ihr frei beweglichen Punktes analytisch darstellen.

Nun beweisen wir die Umkehrung dieses Satzes.

Satz 4.3. Jede Gleichung ersten Grades zwischen den Koordinaten eines sich im Raum
beweglichen Punktes stellt eine Fbene dar.

Beweis. Ist

(11.19) ur +ovy+wz+r=0 A (u,v,w) # (0,0,0)
eine solche Gleichung und ist z.B. u # 0, so erhélt man x = _? Yy — v, - und erkennt
u u u
sofort, dafl (11.19) mit dem System der drei Gleichungen
eoT_Uy_w,
uou u

y=A

z=pu, NeR, peR,
gleichwertig ist, also die Ebene mit dem Stiitzpunkt P (—Z, 0,0) und den Richtungsvektoren

u
ﬁ(—g, 1,0), 7(—2, 0,1) darstellt.
u u
O

4.2. Arten von Ebenengleichungen.

Satz 4.4. Ist eine Ebene E in einem kartesischen Koordinatensystem durch die lineare
Gleichung ux-+vy+wz+r =0 gegeben, so ist der Vektor m (u, v, w) einer jeden senkrechten
zur BEbene E Geraden kollinear.

Beweis. Es seien My(x1,y1,21), Ma(x2, s, 22) zwei (beliebige) verschiedene Punkte in F.
Dann gelten die Gleichungen wux; +vy; +wz; +7r =0 und wuxy+vys +wzy+7r = 0. Nach
einer Subtraktion erhalt man die Gleichung

w(we — 1) + V(Y2 — y1) + w(ze — 21) = 0.
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Diese bedeutet (da das Koordinatensystem kartesisch ist), dafi das Skalarprodukt von
—_—
7 (u, v, w) und M, My(zy — 21, Y2 — 1, 20 — 21) gleich Null ist, d.h. 7 ist zu jeder gerichteten
Strecke der Ebene E senkrecht. Daraus folgt, dal 7 zur E selbst senkrecht ist.
OJ

Man nennt den Vektor 7 einen Normalenvektor von E, die Gleichung ux+vy+wz+r =0
selbst - Normalenform der Ebenengleichung.

Ist eine Ebene E mit dem Stiitzpunkten P und den Richtungsvektoren 7', ¢ bestimmt,
so ist £ auch mit dem Stiitzpunkten P und dem Normalenvektor 7’ x ¢ bestimmt.

(1) Die allgemeine Gleichung einer Ebene durch den Ursprung ist wz + vy + wz = 0.
(2) Die allgemeinen Gleichungen der Koordinatenebenen sind:

Oxy: z=0, Oyz: =0, Ozx: y=0.

3) Die allgemeine Gleichung einer zur Ozy parallelen Ebene ist z +r = 0.

4) Die allgemeine Gleichung einer zur Oyz parallelen Ebene ist x +r = 0.

6) Die z-Achse liegt in den Ebenen Oxy und Ozzx. Die Koordinaten aller Punkte dieser
Achse befriedigen die Gleichungen 2z =y = 0.
Die y-Achse liegt in den Ebenen Oxy und Oyz. Die Koordinaten aller Punkte
dieser Achse befriedigen die Gleichungen 2z = x = 0.
Die z-Achse liegt in den Ebenen Ozz und Oyz. Die Koordinaten aller Punkte
dieser Achse befriedigen die Gleichungen y =z = 0.
(7) Die Achsenabschnittform

(3)
(4)
(5) Die allgemeine Gleichung einer zur Ozz parallelen Ebene ist y +r = 0.
(6)

x Yy oz
11.20 -+ 4+ -=1
( ) a+b+c

der Ebenengleichung der Ebene FE erhélt man, indem man die Abschnitte a,b,c,
welche die Ebene in Verbindung mit dem Koordinatenursprung O auf der z-, der y-
bzw. der z- Achse bildet, ausrechnet. Daraus folgt notwendig, daf§ die Ebene E zu
keiner der Koordinatenachsen parallel ist und den Ursprung O nicht enthalt.

Es gilt also

E N Ox = A(a,0,0) = a= 0A,
E N Oy = B(0,b,0) = b= 0B,
E N 0z=0C(0,0,¢) = c=0C.

Aufgabe 4.5. Man bestimme allgemeine Gleichungen von Ebenen, welche zu den Koordi-
natenachsen parallel sind bzw. die Koordinatenachsen enthalten.

Losung. Es sei E eine beliebige Ebene im Raum mit der allgemeinen Gleichung wux +
vy +wz 4+ r = 0. Der Ursprung O liegt nicht in £ < r # 0.

o £ || Ox & das System
ur+ovy+wz+r=0, y=0 z=0

hat keine Losung < der Rang der erweiterten Matrix ist vom Rang der Koeffizien-
tenmatrix des Systems verschieden. Da rang A = 3 ist, soll rang A = 2 sein, d.h.
u = 0. Die Gleichung von E ist vy + wz +r =0, (v,w) # (0,0).



62 WESSELKA MIHOVA

e £ | Oy & ur+wz+r=0, (u,w) # (0,0).
o E || Oz & ur+vy+r=0, (u,v) # (0,0).
e OrCE & vy+wz=0, (v,w)#(0,0).
e OyC EF & ur+wz=0, (u,w) # (0,0).
¢ 0z CFE & ur+vy=0, (u,v) # (0,0).

Es sei E eine Ebene, welche zur z-Achse nicht parallel ist. Es sei ux + vy +wz +7r =10
ihre allgemeine Gleichung. Da w # 0 ist (F Jf Oz), so kann man die Ebenengleichung durch
v

o
w dividieren und es ergibt sich mit a = ——, b = ——, ¢ = —— die Hauptform
w w w

(11.21) z=ar+by+c

der Ebenengleichung beziiglich des schiefwinkligen Koordinatensystems K.

Die Strecke ¢ in (11.21) wird von der Ebene E auf der z-Achse abgeschnitten, deshalb
heifit ¢ auch Achsenabschnitt oder genauer z-Achsenabschnitt.

Ebenen, welche parallel zur z-Achse sind, besitzen keine Hauptform.

4.3. Hessesche Normalenform der Ebenengleichung. Abstand Punkt-Ebene. In
diesem Abschnitt wird gezeigt, wie man Abstédnde berechnen kann und wie man den Winkel
zwischen zwei Ebenen bzw. zwischen einer Ebene und einer Geraden sinnvoll definieren
kann.

Unter dem Abstand eines Punktes A von einer Ebene E versteht man die kleinste aller
Entfernungen des Punktes A zu den Punkten von E. Ist A selbst ein Punkt von E., dann ist
die kleinste Entfernung gleich Null. Ein Punkt S von E hat genau dann minimalen Abstand
von A, wenn (AS) senkrecht zu F ist.

Es sei nun der positive Windungssinn im Raum mittels eines kartesischen Koordinaten-
systems festgelegt.

—_ =
Es sei E eine mittels dem geordneten Vektorpaar (Ey, Ey) orientierte Ebene.

Die Normalenrichtung nz von E, fiir welche das Spatprodukt E—Jl> E; ng > 0 ist, bezeichnet
man als die positive Normalenrichtung von E (Fig. 12.7).

Den Halbraum mit dem Umril F, nach welchem die positive Normalenrichtung sich
erstreckt, wird der positive Halbraum beziiglich £ genannt.

Erklarung 4.6. Wenn in einem orientierten Raum eine orientierte Ebene E gegeben ist, so
pflegt man unter dem orientierten Abstand eines im Raum liegenden Punktes M von der
Ebene F diejenige positive oder negative Zahl zu verstehen, deren absoluter Wert die Léange
des von M auf F fallenden Lotes angibt und deren Vorzeichen “+47 oder “—" ist, jenachdem
der Punkt M sich in dem positiven bzw. negativen Halbraum beziiglich £ befindet.

Erklarung 4.7. Es sei ur + vy + wz +r = 0 die allgemeine Gleichung einer Ebene E

beziiglich K. Hat der Normalenvektor ]ﬁ(u,v, w) von E die Lange 1, so heifit ux + vy +
wz +r =0 die Hesse-Form oder Hessesche Normalenform der Ebenengleichung.

Satz 4.8. Ist in einem orientierten Raum eine orientierte Ebene E gegeben, bestimmt ferner
—_ 2 2 2 _ . .. . .
ng(Cos 1, CoS g, COS p3), COs? p14cos® potcos® p3 = 1, die positive Normalenrichtung dieser
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Ebene und ist p € R der orientierte Abstand des Koordinatenursprungs O von der Ebene E,
so lautet die Hesse-Form oder Hessesche Normalenform der Ebenengleichung

(11.22) E: cospyx+cospay + cospsz+ o =0.

Die Koordinaten des Einheitsvektors np nennt man Richtungskosinuse der Normalenrich-
tung der Ebene.

Beweis. Durch den Ursprung O sei der zu np gleichsinnig kollineare Strahl [~ gezogen.
Derselbe treffe £ in F' (Fig.12.8). Dann ist

OF = —FO = —giy, = OF iip.
Falls P(x,y, z) einen beliebigen auf F liegenden Punkt bezeichnet, so ist
—_ — e -
OPng = PrizOP = OF = —p
und auflerdem

—
OPng = cos gy T + cos 2 Y + €os 3 2.

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt (11.22).
0

Ist eine Ebene E durch ihre allgemeine Gleichung wux 4 vy + wz +r = 0 gegeben, so
erhélt man von dieser, nach Division durch vu? + v2 + w2, eine Hessesche Normalenform
der Ebenengleichung;:

ur + vy +wz +r

N
Satz 4.9. Wenn eine orientierte Ebene E im Raum durch eine Hesse-Normalenform-Gleichung
ar+by+cz+0=0 gegeben ist, so stellt der Ausdruck axy+byo+ czo+ 0 den orientierten
Abstand eines beliebigen Punktes P(xg, Yo, 20) von E dar.

Beweis. (Fig. 12.9) Durch den Koordinatenursprung O sei der Strahl [~ || 7z gezogen.
Derselbe treffe E'in F. Ferner sei P’ die senkrechte Projektion des Punktes P auf diesen
Strahl. Dann ist FP' = §(P,E). Nun ist aber FP' = OP' — OF und OF = —p.

—

Andererseits ist OP' = OP'np = axg + byy + ¢z und also FP’ = axy + byy + czo + o.
O

Wenn eine Ebene E durch ihre allgemeine Gleichung ux + vy + wz +r = 0 gegeben ist,
so erhdlt man den orientierten Abstand eines gegebenen Punktes P(zg, yo, 29) von E durch
den Ausdruck

uxrg + VYo + w2y + 1
Vul+o? fuw?
Zusatz 4.10. In einem kartesischen Koordinatensystem sind zwei einanderschneidende Ebe-
nen By @ cosa; x4+ cosasy+cosagz+ 01 =0 und Ey : cos By x+cosPay+cosfP3z+ 00 =0
mit ihren Hesse-Normalenform-Gleichungen gegeben. Es sei 1y (cos ay,cos ag, cos ag)  bzw.
n3(cos 31, cos Bz, cos B3)  der normale Einheitsvektor von Ey bzw. E.
Ist ming < 0, so ist der Vektor (771>+772>) senkrecht zu der Halbierungsebene des stumpfen
Winkels zwischen Ey und Ey (Fig. 12.10).
Die allgemeine Gleichung der Halbierungsebene des stumpfen Winkels ist

(cosay + cos B1)x + (cos ag + cos B2)y + (cos az + cos B3)z + (01 + 02) = 0.
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Ist dagegen ning > 0, so ist der Vektor (77{ -+ 772) senkrecht zu der Halbierungsebene des
spitzen Winkels zwischen Ey und Ey (Fig. 12.11).
Die allgemeine Gleichung der Halbierungsebene des spitzen Winkels ist

(cos a + cos B1)x + (cos ag + cos Ba)y + (cos az + cos B3)z + (01 + 02) = 0.

4.4. Bedingungen fiir das Parallelsein und Schneiden zweier Ebenen. Dank der
Theorie fiir die Losungsmengen von LGS, kann man folgende Sétze beweisen.

Satz 4.11. Hat man ein und dieselbe Ebene E durch zwei verschiedene Gleichungen ersten
Grades zwischen den Koordinaten (x,y, z) eines beweglichen Punktes dargestellt

i) ur+vy+wz+r=0 A (i) dr+oy+wz+r =0,
Y Y

so geht jede dieser Gleichungen aus der anderen durch Multiplikation mit einem konstanten,
von Null verschiedenen Faktor hervor.

Satz 4.12. Damit zwei verschiedene Ebenen E : uxr+vy+wz+r =0und E : v'z+0v'y+
w'z+1r"=0 parallel seien, ist es notwendig und hinreichend, dafi die Unterdeterminanten

zweiten Grades der Matriz ( 5, ;J, Z“;}, ) samtlich gleich Null sind.

—
Ist das Koordinatensystem kartesisch, so sind ng(u,v,w) und n’y(u/,v',w') die Nor-
malenvektoren von F bzw. E’. Die geometrische Deutung des letzten Satzes ist dann:

Damit zwei verschiedene Ebenen E und E' parallel seien, ist es notwendig und hinre-
ichend, dafi ng || n'p gilt.

Satz 4.13. Damit zwei Ebenen E: ur+vy+wz+r=0und E : vz+vy+w'z+1r" =0
einander schneiden, ist es notwendig und hinreichend, dafS die Unterdeterminanten zweiten

Grades der Matrix ( ZZ, :j, :UU, ) nicht samtlich gleich Null sind.

—
Ist das Koordinatensystem kartesisch, so sind ng(u,v,w) und n’y,(u/,v',w') die Nor-
malenvektoren von F bzw. E’. Die geometrische Deutung des letzten Satzes ist dann:

Damit zwei Ebenen E und E' einander schneiden, ist es notwendig und hinreichend, dafs
— - .
ng N nlg gilt.

Zusatz 4.14. Es seien E: ur+ovy+wz+r=0und E' : vz+vy+w'z+r" =0 die
allgemeinen Gleichungen von zwei Ebenen beziiglich des kartesischen Koordinatensystems

K = Oxyz. Da die Normalenvektoren ng und nTE,) bzw. die Ebenen E und E' stets dieselben
Winkel einschliefsen, so erhdlt man

= / ! !
NEN uu + v + ww

|7”L—E>||7TE>| - Vu2 + 02 + wVu'? + 02 4+ w?

cos p = =cosZ(E, E").

Es ist also gng & uwu' +ov' + ww' = 0.
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4.5. Die Gerade als Schnittlinie zweier Ebenen. Je zwei einander schneidende Ebenen
haben als Schnittlinie eine Gerade.

Sind ur +vy+wz+7r=0 und vz +v'y+wz+1r" =0 die allgemeinen Gleichungen
zweier einander schneidenden Ebenen E und E’ und ist g ihre Schnittgerade, so sind die
Koordinaten (z,y, z) eines jeden Punktes auf g Losung dieser Gleichungen und umgekehrt,
jede Losung (z,y, z) dieser Gleichungen bestimmt einen Punkt auf g.

Die analytische Darstellung der Geraden ¢ als Schnittlinie der Ebenen E und E’ ist durch
folgendes LGS gegeben:

ur +vy +wz +r =0,

(11.23) g:
vr+vy+w'z+1"=0.

Jede Gerade g des Raums kann in mannigfach verschiedener Weise als Schnittlinie
zweier Ebenen angesehen und durch ein System von zwei linearen Gleichungen dargestellt
werden.

Sind E;, B, zwei beliebige dieser Ebenen und sind 7 bzw. ns Normalenvektoren von E;
bzw. Es, so gilt stets g || ny X n3.

Ist das Koordinatensystem kartesisch und ist P(z,yo, 20) eine konkrete Losung von
(11.23), so hat g {3 P, || n1 x ny} (Fig. 12.12) folgende Koordinatengleichungen:

w

_ v wou
g: T=x9+ V' /

w

u

A, z=z4+] % YA AeR,
u v

w

)\7 y:?JO‘i“

Aufgabe 4.15. Beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems Oxyz im Raum sind die
Punkte

A(3,1,4), B(2,1,3), C(1,2,-1), D(0,—-3,2),
die Ebene
B:rox+y—2+1=0
und die Gerade
lix=-="2+p y=3+p z2=4—pn, pnelR
gegeben. Bestimmen Sie analytisch:

(a) Die Ebene a{3 A, 5 B, 5 C}.
Lésung. (Fig. 12.13)
—_— — ——
I. Es sei M(x,y,z) ein beliebiger Punkt in «. Die Vektoren AB, AC, AM sind

dann Iﬂ}i nur dann komlanar, wenn ihre Koordinatendeterminante gleich Null ist.
—
Da AB(-1,0,—-1), AC(-2,1,-5), AM(z — 3,y — 1,z — 4) gilt, so ist

r—3 y—1 z2—-4
—1 0 -1 | =0,
-2 1 -5

d.h. die allgemeine Gleichung der Ebene ist
a:x—3y—z+4=0.
— —
I11. Da AB und AC nicht kollinear sind, so ist
— — —
AM = s1AB + SQAC, S1 € R, so €R
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und demzufolge
—

—_— —_— —
OM = OA+ s1AB + SQAC, s1, S92 € R,
oder
—_— — — —
OM = (1 — 81 — SQ)OA + 5,08 + SQOC, s1, S € R.
Die Koordinatengleichungen der Ebene sind:
r=3 —8; —289,
QY= +352,

z=4 —s; —bsy, 51, 50 € R.

III. ABx AC(1,-3,—1) =72 (L a) = la—3y—1lz+r=0.
a>3A:13-31-144+r=0=r=4= a: z—-3y—z+4=0.

(b) die Gerade h{> D, L a}.
Lisung. na(l,—3,—1) L a = h | na = h{3 D, | na} =

r= 0 + s.1,
h: ly= -3 + s.(-3),
z= 2 + s.(-1), seR.

(c) den Schnittpunkt Dy von h und « (Fig. 12.14).
Lésung. Do(xo,y0,20) € b A Do(zo,%0,20) € @ =

To=8Yg=—-3—-352+0=2—-5,20—3Yo—20+4=0 = s=—-1 =
Dy(—1,0,3).

(d) das Spiegelbild D" von D beziiglich «.
—_— — 1 — =

Losung. D' € h N DDy = DyD’, d.h. OD, = §(OD +0D") =
—_— _— -
OD' = 20D, — OD = D'(—2,3,4).

(e) die Ebene v{3 D, || S}
Lésung. v || B = ny || np(1,1,-1) = ng Ly = y:a+y—z+7r=0.
¥y2D:104+1.(-3)—-124r=0=r=5 = y:z+y—2+5=0.

(f) den Vektor 7" {|| «, || 3}.

Lésung. (Fig. 12.15)
V)anT || B=7 Lny1,-3-1) AT L al,1,-1)

= T || ng x n5(4,0,4) = T(1,0,1).
(g) die Schnittlinie m von « und .

73
Losung. 7 || Orz = m || Ozz = mﬂOa:y:ozﬂﬁﬂOxy:M(—Z,Z,O).

7 3
m{>M, | 7} = m: :E:—Z—I—t,yzz,z:t,tGR.

(h) die Ebene 6 {3 A, L m}.
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(i) die Ebene e {D I, || m}.
H
Lésung. Der Punkt L(—2,3,4) liegt auf [, der Vektor [ (1,1, —1) ist zu ! bzw. der
Vektor 7/(1,0,1) ist zu m parallel. Daraus folgt

ol Ux7(1,-2,-1) Aef{sL, L I xV)} = e:a—2y—2+12=0.

(j) die Ebene m{D I, L o} (Fig. 12.16).
— —
Lésung. L(-2,3,4) el = Len, 1 (1,1,=-1) |l = 1 | =,
TTa)J_Oé:>n_>a||7TZ>TTa>XTL7T:>7TIQ?+Z—2:O.
(k) die Ebene n{> D, D (}.
—s —

— — —
Losung. Lel N L ||l = L |[nANLD ||n=LDx1l Ln=
n:r+z—2=0.

Aufgabe 4.16. Beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems im Raum sind der Punkt
M(—1,1,2) und die Gerade
r—y+1=0,
r—2—2=0
gegeben. Bestimmen Sie analytisch:
(a) die Gerade [ {3 M, || a}.
Losung. Esseien o : t—y+1 = 0und as : z—2z—2 = 0 die beiden Ebenen, dessen
Schnittlinie a ist. Dann sind die Vektoren n;(1,—1,0) L ay, 73(1,0,—1) L ay und
ny x n3(1,1,1) || a. Daraus folgt, dal 1{> M, || ny x ny} ist, d.h.

l:x=—-1+s,y=1+s, 2=2+s, s R

(b) die Ebene g{D> a, D l}.
—_—
Léosung. @ (1,1,1) || a | I A A(0,1,—2) €a = AM(—1,0,4) }f a =

AM x @(=4,5,-1) L 3 = B{>M, L AM x @}: 4z —5y+2+7=0.

(c) den Abstand des Punktes M von der Geraden a.
Lésung. (Fig. 12.17) a{32 A, || @} = a: 2=\ y=1+X 2=-2+X AER.
Ein beliebiger Punkt N auf a hat die Koordinaten (A, 14 X\, —2 + X). Wir suchen
diesen konkreten Punkt Ny auf a, d.h. diesen konkreten Wert Ay von A, so daf3
—
MNy L aist. Es gilt:
— N — _
MNO()\O+1,)\O,)\O_4) A a(l,l,l) = MNy.a = +1+X+X—4=0 =
—
M=1= Ny(1,2,-1) = |MN,y| =+14.

Aufgabe 4.17. Beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems im Raum sind der Punkt
M(1,2,3) und die Gerade [ : x = —2s, y =2 —4s, 2 = 3+ s, s € R, gegeben. Bestimmen
Sie das Spiegelbild M’ von M beziiglich [.

Aufgabe 4.18. Beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems sind der Punkt M (1,1, 1)
und die Ebenen o : * +2+2 =0 und §: x —y+ 1 = 0 gegeben. Bestimmen Sie
die orientierten Abstédnde des Punktes M von « und 3. In welchem (im spitzen oder im
stumpfen) der Winkel zwischen o und § liegt der Punkt M (Fig. 12.18)?
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Losung. Es seien
r+z+2 r—y+1

QZT:O, G NG

Hessesche Normalenformen der Ebenengleichungen von « bzw. 3. Dann sind

6(M, ) = % > 0;

1
)J_ﬁ/\n_a)n_[;:§>0

=0

5(M ) O‘) = =
\/_
Tl —5,0, =) L@, w3(s
VR 7V
Der Punkt M liegt also im stumpfen Winkel zwischen a und (3. Die allgemeine Gleichung
der Winkelhalbierenden dieses Winkels ist:
r+z+2 zxz—y—+1
V2 V2
Aufgabe 4.19. In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(12,1,4), B(4,5, —4)
und Ck(k,4k — 5,k +4) mit k£ € R gegeben.
(a) Zeigen Sie, daf§ die Punkte A, B und Cj, fiir alle k£ € R ein Dreieck bilden.

(b) Weisen Sie nach, daB C} in der Symmetrieebene der Punkte A und B liegt. Welche
Eigenschaft ergibt sich daraus fiir das Dreieck ABC},?

=0=y+z+1=0.

(c) Geben Sie eine Gleichung der Geraden g an, auf der alle Punkte C}, liegen. Welche
Beziehung haben die Richtung von ¢ und die Richtung der Geraden AB zueinander?

(d) Berechnen Sie das Volumen der Pyramide ABC5Cy.

(e) Ey ist eine Ebene, die die Punkte A, B und Cj enthélt. Ermitteln Sie eine Gleichung
von FEj in Normalenform.

(f) Zeigen Sie, dafi sich die Ebene Fy und die Gerade g unter einem Winkel von %
schneiden.

(g) Fiir k£ # 0 ist Fj, der FuBpunkt des Lotes von Cj, auf Ej. Berechnen Sie die Koordi-
naten von Fj. Begriinden Sie ohne weitere Rechnung, dafi Fj von Cy und C} gleich
weit entfernt ist.

(h) Fir welchen Wert von k ist der Fufipunkt Fj, von Cy und A gleich weit entfernt?
Welche besondere Eigenschaft hat fiir dieses k£ der FuBlpunkt Fj fiir die Pyramide
ABCyCy?

Aufgabe 4.20. Die Punkte A(2,1,0), B(0,6,—1), C(—2,4,1), D(1,3,7) bestimmen eine
dreiseitige Pyramide. Berechnen Sie:

(a) den Abstand des Punktes D von der Ebene (ABC).

(b) den Abstand des Punktes C' von der Geraden AB.

(c) das Volumen der Pyramide ABCD.

(d) die Innenwinkel des Dreiecks ABC'.

(e) die Neigungswinkel der Kanten AD, BD, C'D gegen die Ebene (ABC).

(f) die Neigungswinkel der Ebenen (ABD), (ACD), (BCD) gegen die Ebene (ABC).
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Aufgabe 4.21. Gegeben sind die windschiefen Geraden
l:x=T7T4s, y=3+2s, z=9—s, sekR;
m:x+2y+2—-6=0, x+5y—z—7=0.

Bestimmen Sie den Abstand zwischen den Geraden [ und m. Das Koordinatensystem ist
kartesisch.

Aufgabe 4.22. In einem kartesischen Koordinatensystem mit Ursprung O sind die Vektoren
ﬁ
@(4,0,-2), b(4,2,—1) und ¢ (2, -2, —3) gegeben.
(a) Zeigen Sie, da sich ¢ eindeutig als Linearkombination von @ und 7 darstellen
ﬁ
148t und daB ¢ und @ — b linear unabhingig sind.
— - == — — . .

(b) OA =74, OB = b und OC = ¢ sind die Ortsvektoren der Punkte A, B und C.
Begriinden Sie, dafl sich die Geraden ¢ = AB und h = OC in genau einem Punkt
schneiden.

Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes S der Geraden g und h.

(c) Geben Sie eine vektorielle Parametergleichung der Ebene E durch die Punkte A, B
und C' an.

(d) Zeigen Sie, daB D(a,1,1 — a) mit a € R unabhéngig von der Wahl von @ in der
Ebene E' liegt.

(e) M ist der Mittelpunkt von AC. Wie muB a gewahlt werden, damit B, M und D
auf einer Geraden liegen?

(f) Geben Sie fiir die Ebene E eine Gleichung in Normalenform an.

(g) Bestimmen Sie fiir den Punkt P(6,3, —9) den Bildpunkt P’ bei einer Spiegelung an
E.

Aufgabe 4.23. Gegeben ist das Dreieck ABC durch A(—4,3,7), B(3,2,4), C(0,—1,1). Das
Koordinatensystem ist kartesisch.

(a) Zeigen Sie, dafl die Gerade g: v =2 -3\, y =1+ X\, 2 =3+ 2A, A € R die Hohe
h, dieses Dreiecks ist.
(b) Welchen Winkel schlieBt die Gerade g mit der Dreieckseite AB ein?

(c) Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden k durch D(5,0,1) € g, die auf g senkrecht
steht und der durch A, B und C aufgespannten Ebene angehort.

Aufgabe 4.24. Durch die Punkte A(0,3,6), B(1,2,—6) und C(—9,—2,2) ist die Ebene E
festgelegt. AuBerdem sind der Punkt P(5,4,0) und die Gerade g : © = —7,y = 4, z =
5+ 71, 7 € R gegeben. Das Koordinatensystem ist kartesisch.

(a) Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene E in Normalenform.

(b) Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes S der Geraden g mit der Ebene
E.

(c) Weisen Sie nach, daB8 der Punkt P auf der Geraden g liegt und berechnen Sie die
Lange der Strecke (SP).

(d) Berechnen Sie den Abstand des Punktes P von der Ebene E.
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(e) Berechnen Sie die Koordinaten des zu P symmetrischen Punktes P’ beziiglich der
Ebene E.

Aufgabe 4.25. Gegeben sind die Gerade g : 1 = —4\, 29 =3+ X\, 23 = =5 + 3\, A € R,

und die Ebene F; : x1 — 229 + 223 — 2 = 0. Das Koordinatensystem ist kartesisch.
(a) Geben Sie eine Notmalengleichung der Ebene Fs an, die durch g verlduft und auf der
r12o-Ebene senkrecht steht.

(b) Bestimmen Sie Gleichungen der Schnittgeraden von E; und Ej.

(c) Zeigen Sie, da} g parallel zu Fj ist.

(d) Welchen Abstand besitzt g von E;?

(e) Geben Sie Gleichungen der Geraden h an, die durch Spiegelung von g an E) entsteht.

Aufgabe 4.26. Gegeben ist der Punkt P(0,5,1) und die drei Geraden g; : x = 142\, y =
N z2=143\ ) ER; go: v =2—40,y=—-2420,2=2—60,0 €R; g3: x=54pu, y=
2—p, z=3u, p €R.

(a) Zeigen Sie, daB8 ¢g; und gy parallel sind.

(b) Geben Sie die Ebene E; durch g; und gs in Parameter- und Normalenform an.

(c) Geben Sie eine Gleichung der Ebene F, durch g; an, die auf E; senkrecht steht.

(d) Berechnen Sie die Schnittmenge von E; und FEj.

(e) Welche Punkte auf g, haben von P eine Entfernung von 2v/667

(f) Welchen Abstand hat der Punkt P von der Geraden g;?

Aufgabe 4.27. Gegeben sind die Punkte M (5,4, —1) und D(7,8, —5), die Ebene E : 227 +
To + 2x3 = 0 und die Gerade g : 1 =3 —2t, o =6+ 2t, xz3=1; t € R.
(a) Stelle die Gleichung der Ebene F; in Parameterform und in Koordinatenform auf,
die die Gerade g und den Punkt D enthalt.

(b) Zeige, daf3 die Ebenen E und E; parallel zueinander liegen.
Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene FEs, die parallel zu E und E;
verlauft und von den beiden Ebenen den gleichen Abstand hat.

(c) Zeige, daBB M auf der Geraden g liegt und dafl D nicht zu g gehort.
Berechne d = |DM| und zeige, dal DM auf g senkrecht steht.
Bestimme die Koordinaten der Punkte A und C, die auf ¢ liegen und fiir die gilt
IMA| =|MC| =d.
Bestimme die Koordinaten des Punktes B so, dal ABCD ein Parallelogramm
darstellt.

(d) Bestimme die Schnittpunkte der Ebene F mit der x1-Achse und der z5-Achse. Nenne
diese Schnittpunkte S; und 9s.

Sei nun OS5, die Grundfliche einer Pyramide, wobei O(0, 0, 0) ist; auflerdem sei
S(a,0,b) mit b > 0 die Spitze der Pyramide. Bestimme die Gleichung der Geraden,
auf der alle Punkte S liegen, wenn die Pyramide das Volumen V' = 72 Volumenein-
heiten haben soll. Beschreibe die Lage dieser Geraden.

Aufgabe 4.28. Gegeben sind der Punkt A(7,4,5) und die beiden Geraden g : z; =
2—r,x9=24+2r,z3=1,r€Rund h: r1=1+1ts, 20 =3+s, x3=—4+s, s €eR.
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(a) Stelle die Gleichung der Ebene E durch g und A in Parameter- und in Koordinaten-
form auf.

(b) Fiir welchen Wert des Parameters ¢ sind g und h orthogonal? Sind sie dann windschief
oder schneiden sie sich?

(c) Untersuche, fir welchen Wert von ¢ die Gerade h parallel zu E verlauft.

(d) Es sei t = 1. Stelle die Gleichung der Ebene H auf, die h enthélt und parallel zu E
verlauft.

(e) Es sei t = 1. Berechne den Abstand zwischen den Ebenen F und H.

(f) Es sei t = 1. Gegeben ist die Ebene F': y — 2z = 1. Bestimme eine Parametergle-
ichung von F'. Welche besondere Lage hat die Ebene F'7

(g) Es sei t = 1. Zeige, daBl die Ebenen E und H die Ebene F' in parallelen Geraden
schneiden.

(h) Bestimme Gleichungen der Schnittgerade s von E mit der zy-Ebene.

(i) Zeige, daB8 der Punkt B(0,3,0) auf s liegt und bestimme einen Punkt C' auf s so,
da3 das Dreieck ABC bei C einen rechten Winkel hat.

(j) Esseit = 1. Das Dreieck ABC und ein beliebiger Punkt aus H bilden eine dreiseitige
Pyramide. Berechne das Volumen dieser Pyramide.

(k) Es sei t = 1. Bestimme die Punkte auf h, die den Abstand 7+/2 von A haben.

Aufgabe 4.29. In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(1, 2, 3), B(5,0,
und D(—1,6,—1), die Geraden g : ©3 = 6 —2s, 29 = 7T+ 8,23 = 1 +2s, s € R und
h:xy=6+5t x9=T7+5t, x3=1—2t,t € R und die Ebene FE : 10z, + 429 — 23 —51 =0
gegeben.
(a) Zeigen Sie, dal es einen Punkt C' gibt, fiir den das Viereck ABC'D ein Quadrat ist,
und bestimmen Sie die Koordinaten von C.
Das Quadrat ABCD ist die Grundfliche einer Pyramide mit der Hoéhe 6; der
FuBpunkt der Hohe ist der Mittelpunkt dieses Quadrates. Bestimmen Sie die Koor-
dinaten der beiden méoglichen Pyramidenspitzen S und S’.

(b) Welchen Winkel bilden die Seitenflichen der Pyramiden ABC'DS und ABC DS’ mit
der Grundflache? Welchen Winkel schlielen zwei benachbarte Seitenflachen ein?

(c) Die Ebene E enthélt den Punkt B und den Punkt C' und zerschneidet die Pyramide
ABCDS in zwei Teilkorper. Zeigen Sie, daf§ die Schnittflache ein gleichschenkliges
Trapez ist.

Berechnen Sie das Volumen des Teilkérpers mit der Spitze S.

(d) Berechnen Sie das Volumen der Pyramide ABCDS.

Zeigen Sie, daf§ sich das Volumen der Pyramide nicht andert, wenn ihre Spitze auf
der Geraden g wandert.

Bestimmen Sie die Koordinaten der Punkte S* auf der Geraden h so, dafl das Vol-
umen V* von jeder der Pyramiden ABC'DS* doppelt so gro wird wie das Volumen
der Pyramide ABCDS.

(e) Die Pyramide ABCDS besitzt eine Inkugel; diese beriihrt also die Grundfliche
und alle vier Seitenflichen der Pyramide. Der Pyramide wird ein moglichst grofier
Kreiskegel mit der Spitze S einbeschrieben. Begriinden Sie, dafl die Inkugel der
Pyramide sowohl den Mantel des Kegels, als auch seine Grundflache beriihrt.

—1)
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Beschreiben Sie die Menge aller Punkte, in denen die Inkugel den Kegel beriihrt.

Aufgabe 4.30. In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Punkte A(0, 0, —4), B(4,0,0)
und Cy(t — 8,t,t — 8), t € R gegeben.

(a) Zeigen Sie, dafi die Punkte A, B und C} fiir jedes t ein Dreieck bestimmen und dafl
dieses Dreieck den Flacheninhalt 21/2t? 4 16 hat.

(b) Geben Sie an, fiir welchen Wert von ¢ der Flacheninhalt minimal wird. Erldutern Sie,
wie man mit diesem Ergebnis ermitteln kann, fiir welchen der Punkte C} der Abstand
von der Geraden AB minimal ist. Geben Sie diesen minimalen Abstand an.

(c) Die Punkte A, B und C; liegen in einer Ebene E;. Stellen Sie eine Gleichung dieser
Ebene in Normalenform auf.

(d) Zeigen Sie, da} die Ebenen E; und FE;+ genau dann aufeinander senkrecht stehen,
wenn gilt tt* = —8. Zu welcher Ebene der Schar existiert keine senkrechte Ebene in
der Schar?

(e) Zwei zueinander senkrechte Ebenen E; und FEy schneiden die zo-Achse in den Punk-
ten S; und Sy-. Berechnen Sie die Streckenlédnge |S;S;<| und ermitteln Sie mit Hilfe
der Differentialrechnung, fiir welche Werte von ¢ diese Streckenlange minimal wird.

(f) Die Mittelpunkte aller Kugeln durch die Punkte A, B und den Ursprung O liegen
auf einer Geraden. Geben Sie Gleichungen dieser Geraden in Parameterform an. Fiir
welche beiden Mittelpunkte betragt der Kugelradius /247

(g) A, B, O und Cy, t # 0 bilden eine Pyramide. Bestimmen Sie C; so, dafi die Kugel
mit Mittelpunkt M;(2,4, —2) und Radius v/24 Umkugel dieser Pyramide ist.

(h) Berechnen Sie das Volumen der Pyramide ABOCs.

5. GRAPHISCHE LOSUNG LINEARER UNGLEICHUNGSSYSTEME

Alle Punkte einer Geraden sind Elemente eines eindimensionalen Raums, alle Punkte einer
Ebene sind Elemente eines zweidimensionalen Raums, alle Punkte des physischen Raums
sind Elemente eines dreidimensionalen Raums. Nach Festlegung eines geeigneten Koordi-
natensystems (meist kartesisches), kann man solche Punktmengen als Mengen reeller Zahlen,
Zahlenpaaren bzw. Zahlentripeln darstellen und umgekehrt diese letzten als Punktmengen
im betreffenden Raum veranschaulichen.

Dies ist so einfach und bequem, daf§ die geometrische Bezeichnung “Punkt im ein-, zwei-
bzw. dreidimensionalen Raum” und der arithmetische Begriff “reelle Zahl, reelles Zahlenpaar
bzw. Zahlentripel” als ganz synonym nebeneinander gebraucht werden, unterschiedslos das
eine fiir das andere eingesetzt werden diirfte.

Gerade deswegen ist es iiblich, bei Betrachtungen, in denen gleichzeitig mehrere voneinan-
der unabhangige Veranderliche vorkommen, in entsprechender Weise geometrische Redewen-
dungen zu gebrauchen.

Allgemein nennt man, wenn n eine (fest gewéahlte) natiirliche Zahl ist, die Gesamtheit
aller geordneten n-tupel reeller Zahlen {(x1, z9, x5, ..., x,)} den n-dimensionalen Raum oder
kurz R™. Jedes einzelne dieser n-tupel nennt man eine Stelle oder einen Punkt in diesem n-
dimensionalen Raum.

Die Zahlen xy,zo, ..., x, selbst bezeichnet man als die Koordinaten, und zwar der Reihe
nach als erste, zweite, ..., n-te Koordinate dieses Punktes. Gibt man dem Punkt den Namen
P, so spricht man von dem Punkt P(x1, s, ..., Z,).
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Besonders bequem ist hier die vektorielle Schreibweise, bei der man diesen Punkt durch
den vom Anfangspunkt O zu ihm fiihrenden Radiusvektor 0—15 bezeichnet. Den Punkt, dessen
k-te Koordinate, 1 < k < n, den Wert 1 hat, wahrend alle anderen = 0 sind, bezeichne man
mit F). Es ist dann

— — — —
OP = Q?lOEl —+ .TQOEQ + ...+ l’nOEn

und man sagt darum, daB8 die n Vektoren e, > O—>Ek den R" aufspannen.

Wahrend in den Fallen n = 1,2,3 der n-dimensionale Raum als Gerade, Ebene und
gewohnlicher (physischer) Raum durch die Anschauung unmittelbar erfa$t werden kann, ist
das fiir n > 3 nicht mehr moglich. Trotzdem konnen manche geometrische Begriffe auf
Raume von mehr als drei Dimensionen ausgedehnt werden.

Wir wenden uns linearen Gleichungen mit n Variablen zu:

a1x1 + asxo + ... + a,x, = b.
Ihre Graphen heilen in der Analytischen Geometrie Hyperebenen im R"™, sie sind Punkt-
mengen im R”.
Fiir n = 2 sind mit a12; + asx9 = b die Geraden Hyperebenen des R?, d.h. der Ebene.
Fiir n = 3 sind mit a2, + asxs + azzs = b die Ebenen Hyperebenen des R?, d.h. des
gewohnlichen (physischen) Raums.
Die Hyperebenen haben folgende grundlegende Eigenschaft:
Sie teilen fur jedes n € N den R™ in drei disjunkte Teilmengen auf:
My ={P e R": ayxq + asxs + ... + a,z, = b};
M, ={P e R": ayxq + asxs + ... + apz, > b};
My, ={P € R": ayx1 + aszy + ... + apz, < b}.

My ist die Hyperebene selbst, M; und M heiflen die von der Hyperebene M, begrenzten
(offenen) Halbrdume des R™.
Aussageformen der Art

a1 + asTy + ... + apTy, 2 b
werden lineare Ungleichungen genannt. Halbraume kann man somit als Losungsmengen

linearer Ungleichungen erklaren.
Die Konjunktion linearer Ungleichungen

n

n n
E ay;z; < by, E a9;z; < by, ..., E i i < by,
—1 i=1

=1

bildet ein lineares Ungleichungssystem.

I bl
Bezeichne man A = (a;;), X = i , B= b2 ,soist AX < B die Matrixform
Tn b

des linearen Ungleichungssystems.

Jeder “Vektor” X (jede Spaltenmatrix), welcher alle Ungleichungen des Systems erfiillt,
heilt Losungsvektor oder kurz Losung des Systems. Die “Spitze” eines Losungsvektors mufl
demnach im Durchschnitt aller durch die einzelnen Ungleichungen bestimmten Halbraume
liegen.
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Beispiel 5.1. Die Ungleichungen des Systems AX < B:
—T1 + 29 < 2,
221 + 722 <6,
—xr1 — 225 < —10

sind miteinander unvertraglich (Fig. 13.1). Es gibt keinen Punkt P(zy,xs), welcher in
allen drei Halbebenen (Halbraumen des R?) zugleich liegt. Die Losungsmenge ist L = {).

Falls die Ungleichungen des Systems AX < B miteinander vertraglich sind, so hat das
Ungleichungssystem wenigstens einen Losungsvektor.

Beispiel 5.2. 1+ To Z 2, 2£L'1 — T 2 2, i) Z 0.
Die Losungsmenge ist nicht allseitig begrenzt. Man spricht von einer unbeschrankten
Loésungsmenge (Fig. 13.2).

Beispiel 5.3. —x1 + x5 < 2, 4x1 + 519 < 20, 821 + 329 < 32, 1 >0, 29 > 0.
Die Losungsmenge ist ein Polygon (ein konvexes Polygon). Es ist allseits durch eine
Hyperebene (Gerade) begrenzt und somit beschrankt (Fig. 13.3).

Erklirung 5.4. Eine Punktmenge heifit konver, wenn sie mit je zwei Punkte auch die
Verbindungsstrecke vollstandig enthalt. Der Durchschnitt konvexer Punktmengen ist sicher
wieder konvex (Fig. 13.4).

Beispiel 5.5. 21 + 519 < 20, 327 — 29 < 12, 21+ 22 < 3, 1 >0, 29 > 0.
Die ersten beiden Ungleichungen des Systems beeinflussen die Losungsmenge nicht. Diese
ist durch die letzten drei Ungleichungen vollstdndig bestimmt (Fig. 13.5).

6. LINEARE OPTIMIERUNG

Die lineare Optimierung ist ein Mittel zur mathematischen Losung zahlreicher technologis-
cher und 6konomischer Probleme. Allgemein versteht man unter Optimierung ein Verfahren
zur Mazimierung oder Minimierung einer bestimmten Grofle , das Ziel, unter Berticksichti-
gung der vorhandenen Moglichkeiten, der Bedingungen.

Um ein Optimierungsproblem mit mathematischen Hilfsmitteln l6sen zu konnen, miilen
das vorgegebene Ziel und alle einschrankenden Bedingungen durch mathematische Beziehun-
gen ausgedriickt werden. Diese mathematische Beziehungen bilden das mathematische Mod-
ell des realen Prozesses, den sie hinreichend genau widerspiegeln und dessen wesentliche
EinfluBgrofien sie berticksichtigen miissen.

Die Methode der linearen Optimierung wird angewandt, wenn sich 6konomische Prozesse
durch lineare mathematische Beziehungen darstellen lassen oder auf solche zuriickgefiihrt
werden konnen. Das Zurtickfithren auf lineare Beziehungen, Linearisierung, stellt stets eine
Vereinfachung der realen okonomischen Gegebenheiten dar.

6.1. Das Modell der linearen Optimierung. Die lineare Optimierung beschaftigt sich
damit, ein vorgegebenes Ziel unter rationellster Ausnutzung der gegebenen Moglichkeiten zu
realizieren.

Das Produktionsprogramm eines Betriebes kann beispielsweise unter ganz verschiedenen
Zielsetzungen optimiert werden. Solche Zielsetzungen, Optimierungskriterien, konnen sein:



HOHERE MATHEMATIK, ERSTER TEIL 75

- das Erreichen einer maximalen Kapazitatsauslastung,
- das Erzielen eines maximalen Gewinns,

- die Bestimmung eines minimalen Materialverbrauchs,
- das Erreichen minimaler Selbstkosten, ...

Das zu erreichende Ziel soll moglichst groff oder moglichst klein sein; es soll ein Optimum
werden. Dieses Optimum kann aber nur unter Einhaltung bestimmter Bedingungen erreicht
werden. Solche einschriankenden Bedingungen sind unter anderem: der Arbeitszeitfonds, der
Lohnfonds, das Materialkontingent, die Lagerverhaltnisse usw.

Diese einschrankenden Bedingungen werden als System der Nebenbedingungen bezeichnet.

In das mathematisch-0konomische Modell miissen auflerdem noch die Grofien einbezo-
gen werden, auf die sich der Aufwand an Arbeitszeit, Material usw. bezieht. Solche Grofien
konnen sein: jedes Erzeugnis, bestimmte Typenvertreter, einzelne Baugruppen usw. Der Ver-
brauch an den entsprechenden Einsatzgrossen wird stets auf diese Grossen bezogen, beispiel-
sweise geplante Selbstkosten je Erzeugniseinheit, Zeitaufwand oder Materialverbrauch je
Baugruppe usw.

Die Anzahl der herzustellenden Erzeugnisse ist variabel; diese Anzahlen werden als Vari-
ablen in das Modell aufgenommen.

Beispiel 6.1. Produktionsplanung. Ein Betrieb stellt zwei verschiedene Erzeugnisse E
und Es her, fiir deren Produktion drei unterschiedliche Rohstoffe Ry, Ry, R3 bendtigt werden,
die nur in begrenztem Umfang zur Verfiigung stehen. Vom Rohstoff Ry stehen dem Betrieb
32 ME (Mengeneinheiten) zur Verfiigung, von Rs - 20 ME und von R3 - 24 ME. Um eine
ME des Erzeugnisses F; herzustellen werden je 4 ME der Rohstoffe R; und Ry bendtigt.
Zur Produktion einer ME des Erzeugnisses Fs benotigt man 8 ME von Ry, 2 ME von R,
und 8 ME von Rj3. Eine ME des Erzeugnisses E; bringt dem Betrieb einen Gewinn von 20
GE (Geldeinheiten), beim Erzeugnis Fs betriagt der Gewinn 30 GE je ME.

Wieviel ME mufl der Betrieb von den einzelnen Erzeugnissen herstellen, um einen maxi-
malen Gewinn zu erzielen?

1%" Schritt: Zusammenstellung der Daten
Einsatzgrofien | Technische Koeffizienten
Erzeugnis F; Erzeugnis F5 | Zur Verfiigung stehende Rohstoffmengen
Rohstoff R, 4 8 32
Rohstoff R, 4 2 20
Rohstoff R 0 8 24
Gewinn 20 30 zZ

2t¢r Schritt: Aufstellen des mathematisch-ckonomischen Modells

Ausgehend von der 6konomischen Problemstellung geht es beim Aufstellen des mathematisch-
okonomischen Modells darum, die angestrebten Ziele und vorhandenen Bedingungen math-
ematisch zu formulieren, sie durch mathematische Relationen auszudriicken. Aus den Zielen
der 6konomischen Problemstellung sind Optimierungskriterien abzuleiten, die es erlauben,
diejenige Grofle zu bestimmen, fiir die das Optimum gesucht wird. Das Optimierungskri-
terium dient dann zur mathematischen Formulierung des Ziels mit Hilfe der sogenannten
Zielfunktion.

Im Beispiel ist das Optimum fiir den Gewinn zu bestimmen. Der Gewinn betrégt je Einheit
der Erzeugnisse Fy, Es 20 bzw 30 GE. Der Gesamtgewinn, welcher mit z bezeichnet wird,
ist demnach nur von den Anzahlen der herzustellenden Erzeugnisse abhangig, die mit
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bzw. x5 bezeichnet werden sollen. Mathematisch 148t sich der zu erzielende Gewinn durch
die Gleichung z = f(x1,22) = 20z + 3025 beschreiben.

Diese Gleichung, die als analytische Darstellung einer linearen Funktion das zu erreichende
Ziel angibt, ist die Zielfunktion. Sie ist zu maximieren.

Die Variablen x; und zs haben entscheidenden EinfluB auf das angestrebte Ziel. Sie
entscheiden mit ihrer Belegung, welchen Wert z annehmen kann. Sie werden deshalb als
Entscheidungsvariablen bezeichnet. Mit ihrer Belegung wird tiber die Anzahl der herzustel-
lenden Erzeugnisse entschieden und damit der Gewinn des Betriebes bestimmt.

Das Ziel muf8 aber unter Einhaltung bestimmter gegebener Bedingungen erreicht werden.
Diese Nebenbedingungen werden im mathematisch- 6konomischen Modell in der Regel als
System von Ungleichungen bzw. Gleichungen angegeben. Finschrankende Bedingungen, wie
begrenzt zur Verfligung stehende Fonds oder beschrankte Absatzmoglichkeiten, die aber in
bestimmten Grenzen noch veranderlich sind, werden mathematisch als Ungleichungen for-
muliert. Einschrankende Bedingungen, die das ganze Einhalten eines vorgegebenen Wertes
verlangen, werden in mathematisch- 6konomischen Modell mathematisch durch Gleichungen
ausgedriickt.

Im Beispiel werden die Moglichkeiten fiir Belegung der Variablen der Zielfunktion durch die
technologischen Angaben stark eingeschriankt. Um z; Erzeugnisse E; herstellen zu kénnen,
bendtigt man vom Rohstoff Ry  4xy ME; fir x5 Erzeugnisse Fy werden entsprechend 8o
ME desgleichen Rohstoffes R; bendtigt. Die Summe 42, + 8x5 darf aber den zur Verfiigung
stehenden Fonds von 32 ME des Rohstoffes R; nicht iiberschreiten. Diese Beziehung lafit
sich mathematisch in Form einer Ungleichung ausdriicken:

41’1 + 85(?2 < 32.
Ebenso ergeben sich die anderen beiden Nebenbedingungen:
4%1 + 2$2 < 20, 81}2 < 24.

Die Anzahlen der herzustellenden Erzeugnisse E; bzw. F, konnen nicht negative Werte
annehmen. Diese Nichtnegativitatsbedingung wird im Modell folgendermaflen ausgedriickt:

120, 9 >0.
Das vollstandige mathematisch-6konomische Modell lautet dann:
- Zielfunktion: z = 20xy + 302y — max
- Nebenbedingungen: 4x; 4+ 8zo < 32, 421 + 215 < 20, 819 < 24
- Nichtnegativitatsbedingungen: x; > 0, x5 >0

3t" Schritt: Losung der Optimierungsaufgabe
4ter Schritt: Auswertung der Losung

In der Praxis der linearen Optimierung treten im allgemeinen Modelle mit mehr als zwei
Entscheidungsvariablen auf.

Ihre Anzahl sei gleich n € N. Bezeichnet man mit ¢, k = 1,2, ...,n die Konstanten der
Zielfunktion, so lafit sich allgemein die analytische Darstellung der Zielfunktion mit

z=c1T1 + Ty + ... + cpx, — optimal

angeben, deren Maximum oder Minimum gesucht wird.
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Werden die technischen Koeffizienten allgemein mit a;, und die Finsatzgrofien mit b; beze-
ichnet, so a8t sich das System der Nebenbedungungen in allgemeiner Form angeben:

anTy + a12%2 + ... + a1, < by

a21T1 + a29T9 + ...+ AonTy Z bg

1Ty + AgaT2 + ...+ QppTy < by

Am1T1 + Am2T2 + ...+ AmnTn Z bm
Die Nichtnegativitatsbedingung lautet in allgemeiner Form:
x>0, k=1,2,....n.

Verwendet man fiir die Darstellung des Modells der linearen Optimierung die Matrizen-
schreibweise mit

a1 a19 ... Qip
A= Koeffizienten-, Problem-, Kennzahlenmatrix,
Am1 Am2 ... Omn
C1 T
c=| @ Zielvektor, x = 2 Entscheidungs-, Losungsvektor,
Cn In
by 0
bo . 0
b= Erfordernisvektor, 0 = Nullvektor,
by, 0

so ergibt sich eine besonders einfache Darstellung.

Im Normalfall besteht das System der Nebenbedingungen bei Maximierungsaufgaben
nur aus Ungleichungen der Form <, bei Minimierungsaufgaben nur aus Ungleichungen der
Form >.

In Matrizenschreibweise lautet das Modell der linearen Optimierung im Normalfall allge-
mein

Maximierungsprobleme | Minimierungsprobleme
Zielfunktion 2z =c'x — max 2z =c'x — min
Nebenbedingungen Ax <b Ax > Db
Nichtnegativitatsbedingung x>0 x>0

6.2. Graphische Losung linearer Optimierungsaufgaben mit zwei Variablen. Die
lineare Optimierungsaufgabe des Beispiels 1.1 soll graphisch gelost werden.

(1) Es wird das Bild der Losungsmenge (als Ldosungsbereich bezeichnet) der einschrank-
enden Bedingungen graphisch dargestellt. Dazu gehoren die inneren und die Rand-
punkte des Fiinfecks OABCD (Fig. 14.1).

(2) Die Koordinaten z; und x5 aller Punkte des Losungsbereiches liefern, in die Gleichung
der Zielfunktion eingesetzt, zulassige Losungen des gegebenen Optimierungsprob-
lems. Aus diesen unendlich vielen zuléssigen Losungen ist nun die optimale Losung

herauszufinden. Dazu wird die Gleichung der Zielfunktion in die graphische Darstel-
lung miteinbezogen.
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Erklarung 6.2. Geraden, welche ein Niveau des z-Wertes widerspiegeln, werden als Niveaulin-
1en bezeichnet.

Z.B. z=2z1, 2= 29,....

Von Interesse fiir die Losung der linearen Optimierungsaufgabe sind jedoch nur diejenigen
Niveaulinien, die mit dem Losungsbereich £ mindestens einen Punkt gemeinsam haben, also
zuléssige Losungen fiir z angeben.

Alle Niveaulinien verlaufen parallel.

Die Niveaulinien verlaufen senkrecht zu dem Zielvektor c.

Die maximale Losung fiir 2 = ¢!x  wird sicherlich im Punkt B erreicht (OQ = max =
Pr-2, Fig. 14.2).

Erklarung 6.3. Die Niveaulinie, welche das Optimum bestimmt, heifit Stitzgerade .

Die Koordinaten des Punktes B liefern, in die Zielfunktion des Beispiels 14.1 eingesetzt,
das gesuchte Maximum fir z:

g124l’1+8$2—32:0, ggi4$1+2l’2—20:0 = glﬂgng(Zl,Z) = Zmaz:140'

Die Uberpriifung der Einhaltung aller einschriankenden Bedingungen (die Auswertung der
Losung) ergibt:

44+82=32<32, 44+4+22=20<20, 82=16<24.

Die gewonnenen Ergebnisse lassen sich folgendermaflen interpretieren: Der Betrieb erzielt
einen maximalen Gewinn von 140 GE, wenn er vom ersten Erzeugniss 4 ME und vom zweiten
Erzeugnis 2 ME herstellt. Wéhrend die Rohstoffe R; und R, vollstandig verbraucht werden,
besteht beim Rohstoff R3 eine Reserve von 8 ME.

Beispiel 6.4. Fiir die Aufzucht von Vieh wird eine Mischung von zwei Futtersorten vorgese-
hen. Eine ME der Futtersorte I enthalt 4 ME Kohlehydrate, 4 ME Eiweifle und verursacht
10 GE an Selbstkosten. FEine ME der Futtersorte II enthélt 2 ME Kohlehydrate, 8 ME
Eiweile, 8 ME Fette, und die Selbstkosten betragen 12 GE. In der Futtermischung sollen
mindestens 12 ME Kohlehydrate, 24 ME Eiweifle und 8 ME Fette vorhanden sein. Wie
miilen beide Futtersorten anteilméfiig gemischt werden, damit die Selbstkosten unter den
angegebenen Voraussetzungen minimal sind?

Losung.
1%" Schritt: Zusammenstellung der Daten

Einsatzgrofien Technische Koeffizienten

Futtersorte I Futtersorte I | Futtermischung
Kohlehydrate 4 2 12
Eiweifle 4 8 24
Fette 0 8 8
Selbstkosten 10 12 zZ

2ter Schritt: Aufstellen des mathematisch-ckonomischen Modells
Zielfunktion: z = 10x; + 1229 — min

Einschrankende Bedingungen: 4xq + 2z9 > 12, 421 + 8x9 > 24, 819 > 8
Nichtnegativitatsbedingung: x; > 0, 29 >0
3" Schritt: Losung der Optimierungsaufgabe (Fig. 14.3)
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g1 401+ 209 — 12 =0, go 1 4wy + 822 —24=0 = g1 Ngo = A(2,2) = zpin =44

4ter Schritt: Auswertung der Losung

42422=12>12,42+82=24>24 82=16>8

Wenn der Losungsbereich allseitig begrenzt ist, wird er beschrankt genannt. Wenn der
Losungsbereich nicht allseitig begrenzt ist, wird er unbeschrankt genannt.

Beispiel 6.5. Gegeben ist das Optimierungsmodell:
Zielfunktion: z = 10x; + 4z, — max
Einschrankende Bedingungen : xy +x9 <4, 221 — 29 > 2, 29 > 1, 221 + 225 > 3
Nichtnegativitatsbedingung: x; > 0, 29 >0

Losung. g1 :x1+x2—4=0, go:201 —29—2=0, g3:209—1=0, g4 : 201 +229—3=0.

Die 4% einschrankende Bedingung ergibt eine Losungsmenge, die auf den Bereich der
zulassigen Losungen keinen EinfluB ausiibt, denn die Gerade g4 tritt nicht als Grenzgerade
auf (Fig. 14.4).

g1Nga=A(3,1) = im Punkt A wird die Niveaulinie zur Stitzgerade = zy4, = 34.

Erklarung 6.6. Einschrankende Bedingungen, die auf den Bereich der zulassigen Losungen
keinen Einflul haben, heiflen uberflissig.

Aufgabe 6.7. Es ist das folgende Optimierungsproblem zu losen:
Zielfunktion: z = 10x; + 402y — mazx
Nebenbedingungen: x1 + 29 <4, 201 — 29 > 2, 29 > 1, 221 + 225, < 3
Nichtnegativitatsbedingung: x1 > 0, x5 > 0

Antwort. Es existiert keine zulassige Losung. Das Optimierungsproblem ist nicht 1osbar.

Ist die Losungsmenge eines Ungleichungssystems leer, so heiflen die darin enthaltene Un-
gleichungen widerspriichlich oder unvertraglich.

Aufgaben der linearen Optimierung kénnen auf Ungleichungssysteme fithren, die eine oder
mehrere Gleichungen enthalten. Gleichungen schrianken den Losungsbereich stark ein.

Beispiel 6.8. Das Minimum der Zielfunktion z = 8x; + 2x4 ist unter den einschrankenden
Bedingungen

321 + 5x9 < 60, 3x1 + 229 <36, 21 +22=13; 21 >0, 29 >0

zu bestimmen.

Lésung. Der Bereich der zuldssigen Losungen ist die Strecke [AB] (Fig. 14.5). Thr Mini-
mum erreicht die Zielfunktion im Punkt B = g1 N g3 = 2z = 41.

Beispiel 6.9. Ein Optimierungsmodell lautet:
z =221+ 3x9 — max; 1+ 3xo < 300, x1 + 29 < 150; 1 > 0, 29 > 0.

Lésung. Da ¢ (1,3) L g ist, so wird das Maximum nicht in genau einem Punkt des
Losungsbereiches angenommen, sondern die Stiitzgerade ist mit der Grenzgerade ¢; iden-
tisch. Die Schar der Niveaulinien und die Gerade g; verlaufen parallel. Die gestellte Auf-
gabe hat nicht genau eine optimale Losung, sondern unendlich viele solche. Die Koordinaten
aller Punkte der Strecke [BC|, B = g1 N g2, C = g1 N Oy, liefern jeweils das Maximum fiir
Z = Zmaz = 300.
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6.3. Verallgemeinerung. Bisher wurden nur Aufgaben der linearen Optimierung gelost,
welche zwei Entscheidungsvariablen x; und x5 enthalten. Es konnte festgestellt werden, dafl
eine optimale Losung, falls vorhanden, in mindestens einem Eckpunkt des Losungsbereiches
angenommen wird. Der Losungsbereich ist in der Regel ein konvexes Polygon, das von
Grenzgeraden eingeschlossen wird. Die Zielfunktion fiithrt bei ihrer graphischen Darstellung
auf eine Schar von Niveaulinien. Die Niveaulinie, die das Optimum bestimmt, ist die
Stiitzgerade.

Im Normalfall eines Maximierungsproblems sollen die genannten Grundbegriffe verallge-
meinert werden, um eine Einordnung in die Theorie der linearen Optimierung anzudeuten.
Im allgemeinen treten bei linearen Optimierungsproblemen Zielfunktionen und Ungleichungssys-
teme mit mehr als zwei Entscheidungsvariablen auf. Modelle mit drei Variablen konnten noch
im dreidimensionalen Raum geometrisch (graphisch) gelost werden. Aus Geraden wiirden
dann Ebenen; konvexe Vielecke wiirden zu konvexen Vielflachern, konvexen Polyedern.

Ist die Anzahl der auftretenden Variablen z, £ = 1,2, ...,n grofer als 3, miissen wir uns
dem n-dimensionalen Raum R" zuwenden.

Da man unter einer Hyperebene samtliche Punkte des R”, deren Koordinaten die Gle-
ichung ay121 + a2 + ... + a1z, = by erfiillen, wobei mindestens ein Koeffizient von Null
verschieden ist, versteht, so wird der Raum R™ durch diese Hyperebene in den Halbraumen
a1171 + a12%2 + ... + a1z, 2 by zerlegt.

Jede Ungleichung des linearen Systems Ax < b definiert also in R"™ einen Halbraum,
der von einer Hyperebene begrenzt wird. Der Durchschnitt der sich ergebenen endlich vielen
Halbraume einschliellich der begrenzenden Hyperebenen stellt die Losungsmenge des Ungle-
ichungssystems dar. Im Normalfall ist dieser Bereich der zulassigen Losungen ein konvexes
Polyeder, das endlich viele Eckpunkte aufweist.

Die Zielfunktion z = ¢'x definiert fiir jede reelle Zahl z in R™ ebenfalls eine Hyperebene.
Hat diese Hyperebene mit dem konvexen Polyeder nur Randpunkte gemeinsam, wird sie zur
Stiitzhyperebene. Die Koordinaten eines derartigen Randpunktes, der meistens ein Eckpunkt
des konvexen Polyeders ist, bestimmen das Optimum der Zielfunktion.

6.4. Numerische Losung linearer Optimierungsprobleme. Maximierungsprob-
leme. Der Grundgedanke der numerischen Losung linearer Optimierungsprobleme wird am
Beispiel 14.1 erlautert.

Die Nebenbedingungen 4x; + 8xo < 32, 4xy + 229 < 20, 8z < 24 bringen die Pro-
duktionsbedingungen eines Betriebes zum Ausdruck. Sie sind in Form von Ungleichungen
angegeben, die Gleichheit als Spezialfall enthalten. Das Gleichheitszeichen gilt immer dann,
wenn die zur Verfiigung stehenden Kapazitaten voll genutzt werden; das wird aber nicht
immer der Fall sein.

Fiir die rechnerische Losung der Aufgabe werden die Ungleichungen in Gleichungen tiberfiihrt.
Zu diesem Zweck werden die Schlupfvariablen s, so, sz eingefiihrt, die die Hohe der jew-
eils nicht ausgelasteten Kapazitat angeben. Die Ungleichung 4z, + 8x9 < 32 wird durch
Einfiihrung der Schlupfvariablen s; in die Gleichung 4x; + 8x5 + s; = 32 iiberfiihrt. Werden
beispielsweise von E; und Es je 2 ME hergestellt, dann nimmt s; den Wert 32—-4.2—-8.2 =8
an. Auch fiir die Schlupfvariablen gilt die Nichtnegativitatsbedingung, sie diirfen keine neg-
ativen Werte annehmen.

Das mathematische Modell erhalt nun folgende Gestalt:

Zielfunktion: z = 20z; + 30z, — mazx
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$1 +4x; +8xy =32
Nebenbedingungen: So +4xr; +2x9 =20
S3 + 0$1 + 8.7}2 =24

Nichtnegativitatsbedingung: x1 >0, x5 >0, s1 >0, s9 >0, s3>0

Damit ist die lineare Optimierungsaufgabe auf die Losung eines inhomogenen, unbes-
timmten linearen Gleichungssystem zuriickgefithrt. Die Losung erfolgt mit Hilfe des Gaufschen
Verfahrens.

Allgemein geht es bei der numerischen Losung linearer Optimierungsaufgaben darum,
das System der Ungleichungen Ax < b durch Einfithrung von Schlupfvariablen in ein
inhomogenes, unbestimmtes Gleichungssystem mit m Gleichungen und m + n Variablen zu
iiberfiithren:

S1 +a1121 +aioxe ... FaipTy = bl
S9 “+a9171 +a92x9 ... +a9,T, = bQ
Smo Fam1T1r tamaXy ... FOppT, = bm

Fiir die numerische Losung ist es auch erforderlich, das System der Nebenbedingungen
Ax % b in ein Normalgleichungssystem zu iiberfithren.

Erklarung 6.10. Ein Normalgleichungssystem liegt dann vor, wenn alle Variablen des Sys-
tems nichtnegativ sind und b; > 0,7 = 1,2, ..., m gilt.

Die Forderung b; > 0,7 = 1,2,...,m lafit sich fiir jedes beliebige b; erfiillen. Ist in
irgendeiner Nebenbedingung ein b; urspriinglich negativ, kann durch Multiplikation der
entsprechenden Beziehung mit —1 stets b; > 0 erreicht werden.

Jede Variable xy, die nicht vorzeichenbeschrankt ist, also auch negative Werte annehmen
darf, kann durch die Differenz zweier nichtnegativer Variablen

2, >0,2, >0 = x, =x), — ),
ausgedriickt werden.
Im System der Nebenbedingungen Ax % b konnen Ungleichungen sowohl in der Form <
als auch in der Form > auftreten, die gesondert untersucht werden miisen, da wir b; > 0

voraussetzen.
Ist die i-te Nebenbedingung eine Ungleichung der Form

a1 + ATy + ... + ATy < b,
so kann sie durch Einfithrung einer Schlupfvariablen s; > 0 in eine Gleichung
S; + ;171 + A;2T2 + ... + AinTy = bZ

tiberfithrt werden. (Diese Schlupfvariable s; gibt die nicht verwendete Menge des Rohstoffes
an.) Die Schlupfvariable beeinfluflt das zu erreichende Ziel nicht und wird deshalb auch nicht
in die Zielfunktion aufgenommen bzw. erhélt dort den Koeffizienten 0.

Ist die k-te Nebenbedingung eine Ungleichung der Form

121 + agaZo + ... + Qppy > by,
so kann sie durch Einfithrung einer Uberschufvariablen oy > 0 in eine Gleichung

—0L + Qg1 Ty + AroXo + ... + apnTy, = g
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tiberfithrt werden. (Die UberschuBvariable o, gibt die iiber die Mindestforderung hinaus
produzierte Menge des Erzeugnisses an.) Auch Uberschuivariablen werden nicht in die
Zielfunktion aufgenommen bzw. erhalten dort den Koeffizienten 0.

Jedes lineare Ungleichungssystem kann in ein Normalgleichungssystem umgewandelt wer-
den.

In Matrizenschreibweise kann die Normalform einer linearen Optimierungsaufgabe folgen-
dermafien dargestellt werden:

T
T2
Zielfunktion: z = ¢x — maz; ¢! =(c1¢2...¢,0...0), x=|
S1
Sm
a1 Q1n 1 0 0 bl
Nebenbedingungen: A*x =b; A* = a1 o Ggn 01 0 , b= b2

Nichtnegativitatsbedingung: x > 0
Erklarung 6.11. Jeder Vektor x, der das System der Nebenbedingungen in der Form
A'x=Db

erfiillt, heifit eine Ldosung der linearen Optimierungsaufgabe; falls auch x > 0 gilt, heifit die
Losung eine zuldssige Losung der linearen Optimierungsaufgabe.

Das System A*x = b besitzt nur dann eine Losung, wenn der Rang der Koeffizientenmatrix
A* gleich dem Rang der erweiterten Matrix A* ist.

Erkliarung 6.12. Ein Gleichungssystem mit einer geordneten Teilmenge von Variablen
X1, T2y ey Ty Tyt 1y -y Lo liegt in der kanonischen Form vor, wenn fir jedes k = 1,...,m (m
ist die Anzahl der Gleichungen) die k-te Variable in der k-ten Gleichung den Koeffizienten 1
und sonst nur die Koeffizienten 0 hat. Die Variablen xy, k = 1, ..., m, werden Basisvariablen
genannt, wahrend die Variablen z,,;, ¢ = 1, ..., n, Nichtbasisvariablen heiflen.

Die spezielle Losung, die durch Nullsetzen der Nichtbasisvariablen entsteht, heifit Ba-
sislosung.

Satz 6.13. Das n-tupel der Entscheidungsvariablen in jeder Basislosung entspricht einem
Eckpunkt des Bereiches der zulassigen Losungen.

Da der Bereich der zulassigen Losungen ein konvexes Polyeder mit endlich vielen Eck-
punkten ist, folgt es unmittelbar, dafl die Anzahl der Basislosungen endlich ist. Falls das
Optimierungsproblem losbar ist, so gibt es unter den Basislosungen mindestens eine, die den
Maximalwert fiir z ergibt, also eine Optimallosung ist.

Beim eigentlichen Rechenverfahren (Simplexzalgorithmus) wird, ausgehend von einer zuléssi-
gen Basislosung, mit Hilfe des Austauschverfahrens iiber elementare Basistransformationen,
eine neue Basislosung erzeugt, die der Zielfunktion z im allgemeinen einen gréfferen Wert
erteilt.
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Der Simplexalgorithmus, ein endliches Iterationsverfahren, ermoglicht es, durch ein
Auswahlverfahren nur wenige der zulassigen Basislosungen zu erzeugen, und, unter der Ein-
beziehung der Zielfunktion in die Rechnung, die jeweils erzeugte Losung auf Optimitat zu
testen. Dazu wird die Zielfunktion in der Form —z + ¢!x = ) mit in das sogenannte
Simplextableau aufgenommen:

Basislosung B | jeweilige Nichtbasislosung
1 Xy ... Ty b
S1 ay;  apz2 ... Q1n by
Sm m1  Gm2 ... Amn bm
—z cy Cy ... Cn Q

Es wird von einer zulassigen Losung ausgegangen, indem als erstes die Schlupfvariablen in
die Basis aufgenommen werden. Okonomisch gesehen bedeutet dies, dal nichts produziert
wird. Die Schlupfvariablen nehmen die Werte der zur Verfliigung stehenden Kapazitatan an.
Der variable Parameter z hat den Anfangswert ) = 0.

Von der zulassigen Losung ausgehend versucht man schrittweise die Entscheidungsvari-
ablen in die Basis aufzunehmen.

Fiir die Wahl des Hauptelementes (zum Austauschen) sind einige Bedingungen zu beachten,
die dem Auswahlverfahren des Simplexalgorithmus entsprechen:

[1] Das Hauptelement kann nur aus einer Spalte ausgewéhlt werden, deren Randelement
(in der (—z)-Zeile) positiv ist.

2] Das Hauptelement mufl stets grofler als Null sein.

[3] Als Hauptelement muf3 diejenige Zahl gewéhlt werden, die den Engpaffi bestimmt.

Durch das Einhalten dieser Austauschbedingungen wird erreicht, dal nicht alle Basislosun-
gen erzeugt werden, was dem Fortschreiten von Eckpunkt zu Eckpunkt entsprechen wiirde,
sondern sozusagen bestimmte Eckpunkte "iibersprungen” werden.

1" Schritt: Auswahl der Schliisselspalte.

Bei der Auswahl der Schliisselspalte ist es allgemein iiblich die Spalte zu wahlen, die den
grof3ten positiven Koeffizienten ci, (¢nar > 0) in der (—z)-Zeile enthalt.

Im Beispiel 14.1 wird dabei davon ausgegangen, dal der Gewinn am starksten wéchst,
wenn das Erzeugnis Fy produziert wird, denn das grofite Element in der (—z)-Zeile (=30)
verspricht den grofiten Gewinn. Damit steht fest, dafl x5 in die Basis aufgenommen wird.

2ter Schritt: Auswahl der Schliisselzeile.

Die erfolgte Auswahl der Schliisselspalte bedeutet 6konomisch betrachtet, dafl das Erzeug-
nis Fy in die Produktion aufgenommen wird. Die Anzahl der herzustellenden ME des
Erzeugnisses F5 hangt nun von den vorhandenen Rohstoffmengen ab. Nach den vorhan-
denen Vorraten des Rohstoffes Ry konnten 32 : 8 = 4 ME von Es hergestellt werden, nach
den Vorraten von Ry konnten 20 : 2 = 10 ME und nach den Vorraten von R3 konnten
24 : 8 = 3 ME des Erzeugnisses E» hergestellt werden. Also bildet der Rohstoff R3 den
Engpafs, es konnten nicht mehr als 3 ME des erzeugnisses Fy produziert werden.

Allgemein bestimmt der kleinste Quotient g,,in, ¢ > 0, die Wahl der Schliisselzeile.
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Durch die Austauschbedingungen wird das Hauptelement festgelegt, es kann jetzt nicht
mehr frei gewahlt werden:

B |51 sy s3 |1 [$2] bi | q
st |1 0 0] 4 8 32| 4
s |0 1 0] 4 2 20| 10
[83] 0O 0 110 [8] 24 [3}
—z ‘20 [30] H 0 ‘

Erste Basislosung:
—2z 4+ 2021 4 3025 = 0;

x1=0,20=0; s =232, 89 =20, s3=24; Eckpunkt (0,0) = z=0.

83 = X2
B S1 S XT9 [[El] S3 bz q
1 0 0 4 -1 8 2
B S1 S92 X9 | X1 S3 bz [Sl] ] 1 [7]
si[1T0 84 032 _ |0 1 0 4 =) 14 ;3
se 0 1 214 0120 [0 0 1 0 % 3 | —
20 0 8]0 1124
—z [ [20] =2 [ —90]

Zweite Basislosung:
15
—Z+ 20$1 - ZSg = —907
Eckpunkt (0,3) = 2z =90.

.7}2:3——83 =

8

$1:0,$2:3; 81:8,82:14,83:0;

Dies ist noch nicht die optimale Losung. An der Zielfunktion 2z = 20x; — 5 +90 kann

abgelesen werden, dal z noch vergroflert werden kann, wenn x; Basiswariable wird.

Der Optimalitatstest wird also beim Simplexalgorithmus mit Hilfe der Zielfunktion durchgefiihrt.
Die optimale Losung ist erreicht, wenn alle Koeffizienten ¢, k = 1,...,n, der Zielfunktion
negativ sind (Optimitatskriterium).

S1 < I

B |z sy x| 51 [53] b; q
Bz, sy 9|81 s3] b z7 11 0 0 i —%l 2
|4 0 031 ~1938 /0 1 0|-1 B 6 |[8]
s[4 1 010 =)l T b g g 1| 0 L] o3 |

8

|0 0 110 % 3

—z =5 [3]] —130 |

Dritte Basislosung;:
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1 1 5
T =2 — 181 + 133 = —z—05s8 + 153 = —130;
r1=2,23=3; s =0, s9=06, s3=0; Eckpunkt (2,3) = z=130.

Obwohl die Entscheidungsvariablen in die Basis aufgenommen sind, ist die optimale Losung
noch nicht erreicht, da in der (—z)-Zeile noch ein positiver Wert vorhanden ist. Das Ver-
fahren wird fortgesetzt:

S < 83

B |x1 s3 9 S1 S92 bi
B T S3 T2 S1 S bl T 1 0 0 —% % 4
T T
| 1 =3 0 g 0}2 ss |0 1 0| -2 4] 8
3 <~
zo| O % 1 0 013
10 5
= -4 3]
Optimale Losung;:
4 10 5)
53:8+551—552 = —2—351—552:—140;

1 =4, 19=2; s =0, 59=0, s3=28; Eckpunkt (4,2) = z = 140.

Die Elemente der (—z)-Zeile sind sdmtlich negativ. Damit ist die optimale Losung gefun-
den.

Beispiel 6.14. Ein Betrieb, der die Erzeugnisse Ei, Fs, F3 herstellt, will seinen Gewinn
unter Beachtung folgender Gesichtspunkte maximieren:

- die Kapazitat der den Engpafl bildenden Maschinengruppe betragt 100 Maschinen-
stunden,;

- vom Material A, das fiir die Herstellung der Erzeugnisse benotigt wird, stehen hochstens
600 Mengeneinheiten zur Verfiigung;

- vom Material B stehen nur noch 400 ME bereit.

Der Gewinn betragt fiir Erzeugnis E; 50, fir Fy 40 und fiir 3 70 GE je Erzeugniseinheit.
Der Aufwand fiir die einzelnen Erzeugnisse ist:

Aufwandsart Aufwandskoeffizienten fiir
Erzeugnis F; Erzeugnis Fy FErzeugnis E3 | Mafleinheiten
Maschinenstunden 2 0 1 ZE/EE
Material A 2 1 3 ME/EE
Material B 1 1 2 ME/EE

Hier bedeutet ZE /EE Zeiteinheit je Erzeugniseinheit und ME/EE Mengeneinheit je Erzeug-
niseinheit.

1tr Schritt: Zusammenstellen der Daten
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Aufwandsgrofien Aufwandskoeffizienten
Erzeugnis F; Erzeugnis Ey FErzeugnis E3 | Zur Verfiigung stehende Fonds
Maschinenstunden 2 0 1 100
Material A 2 1 3 600
Material B 1 1 2 400
Gewinn 50 40 70

2ter Schritt: Aufstellen des mathematisch-ckonomischen Modells

Das Optimierungskriterium ist der maximale Gewinn. Als Entscheidungsvariablen x, xs, x3
werden die Anzahlen der herstellenden Erzeugnisse F1, Es, E3 eingefiihrt.

- Zielfunktion: z = 50x; + 40zy + 7023 — max
- Nebenbedingungen: 2x; + x3 < 100, 22, + x5 + 323 < 600, 21 + 29 + 223 < 400

- Nichtnegativitatsbedingung: z; > 0, x93 > 0, 23 > 0
3t Schritt: Numerische Losung
—z + 501’1 —+ 401‘2 + 7OZE3 =0

S1 +2x1 + 033'2 +x3 = 100
S9 +2£L'1 + Z2 +3$’3 = 600
S3  +I +x9 + 2$3 =400

2120, 2020, 232>0; 5120, 55>0, s3>0

Sy
v
-
»
[\
»
w
8
_-

WD) [953] b; q
[si][1 0 02 0 [1] [ 100][100]
s |0 1 02 1 3 |600] 200 . e o
s |0 0 111 1 2 |400] 200 ! 3
—z 150 40 [70] ]| O |
B |x3 s s3 X [152] S1 b; q
z3 |1 0 0 2 0 1] 100 —
s9 10 1 0| =4 1 =3[ 300 | 300 e o g
[ss]| 0 0 1| =3 [1] —2| 200 |[200] s 2
—z | =90 [40] —70 | —7000 |
B |z3 sy x| [71] S3 81 b; q
[zs] [ 1 0 0] [2] 0 1] 100 [[50]
ss |0 1 0] -1 =1 =1/ 100 — I
s |0 0 1| -3 1 =21 200 — ! 3
—z | [30] —40 10| —15000 |
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B 1 S22 T2 T3 S3 S1 bz
|1 0 0 s 0 L 50
ss |0 1 0 T -1 =i 150
|0 0 1 1 =L 350
—z | —15 —40 -5 —16500 |

Optimale Losung: z; = 50, x5 = 350, 3 = 0; s; = 0, sy = 150, s3 = 0; z = 16500
Als Abschluff der Rechnung empfielt es sich, eine Rechenkontrolle vorzunehmen.
Zielfunktion: z = 50.50 + 40.350 + 70.0 = 16500

Nebenbedingungen: 2.5040 =100 <100 = s; =0

2.50 + 1.350 + 3.0 = 450 < 600 = s9 = 150

1.50 4+ 1.350 + 2.0 = 400 < 400 = s3=0

4tr Schritt: Auswertung der Losung

Der Betrieb erzielt einen maximalen Gewinn von 16500 GE, wenn das Erzeugnis F5 ganz
aus dem Fertigungsprogramm herausgenommen wird (z3 = 0) und von den Erzeugnissen
E; 50 und E, 350 ME produziert werden. Die Kapazitat der Maschinengruppe wird voll in
Anspruch genommen, das Material B vollstindig verbraucht, und vom Material A bleiben

150 ME iibrig.

Aufgabe 6.15. Losen Sie folgende Maximierungsaufgabe:
2x1 4 3x9 + 223 + 814 + 275 < 400;

3x1 + x0 + x4 + 625 < 500;

r1 + 429 4+ 33 + 424 4+ 85 < 800;

8x1 + a9 + Txs + 1025 < 1000;

21 2>0, 29 >0, 23>0, x4 >0, 5 > 0;

z ="Tx1 4+ 4z + 823 + 1524 + 2025 — Mmax

Aufgabe 6.16. Losen Sie folgende Maximierungsaufgabe:
211 + 4xo + b3 < 200;
T1 + 929 + 223 < 150;
xy < 20;
ry 20, 29 20, 23 > 0;
z = 50x1 + 13025 4+ 150x3 — max

Aufgabe 6.17. Losen Sie folgende Maximierungsaufgabe:
2x1 + 4xo + 1023 < 500;
6x1 + 10z + Sz < 1050;
120, 13 20, 23 > 0;

z = 3x1 + 229 + 2023 — max
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(oder: z = Ty + 2x9 + 2023 — max)

Aufgabe 6.18. Losen Sie folgende Maximierungsaufgabe:
211 + 4x9 < 180;
3x1 + 3xo < 180;
911 + o < 200;
1 20, 22 > 0;

z = 10z + 15z9 — max

7. DIE KEGELSCHNITTE

Rein geometrisch versteht man unter Kurve eine Punktmenge, deren Elemente (Punkte)
einer geometrischen Bedingung unterliegen.

Ein Kegelschnitt ist eine Kurve, die entsteht, wenn man die Oberflache eines unendlichen
Kegels bzw. Doppelkegels mit einer Ebene schneidet.

Es konnen folgende Figuren entstehen:

e ein Punkt, wenn die Schnittebene durch die Spitze geht und der Winkel zwischen
Achse und Ebene groBer als der Offnungswinkel ist;

e eine Gerade, wenn die Schnittebene durch die Spitze geht und der Winkel zwischen
Achse und Ebene gleich dem Offnungswinkel ist;

e zwei sich schneidende Geraden, wenn die Schnittebene durch die Spitze geht und
der Winkel zwischen Achse und Ebene kleiner als der Offnungswinkel ist;

e ein Kreis, wenn die Schnittebene senkrecht (orthogonal) auf der Kegelachse steht;

e eine Ellipse, wenn der Winkel zwischen Achse und Ebene groBer als der Offnungswinkel
ist, d.h. die Ellipse ist der Schnitt des Kegels mit einer Ebene, die zu keiner Man-
tellinie parallel ist;

e eine Parabel, wenn der Winkel zwischen Achse und Ebene gleich dem Offnungswinkel
ist, d.h. die Parabel kann als Schnittlinie (-kurve) eines geraden Kreiskegels mit einer
Ebene, die zu einer Mantellinie des Kegels parallel ist, definiert werden;

e eine Hyperbel, wenn der Winkel zwischen Achse und Ebene kleiner als der Off-
nungswinkel ist, d.h. die Hyperbel ist der Schnitt des Kegels mit einer Ebene, wenn
es zwel zur schneidenden Ebene parallele Mantellinien gibt.

(Fig. 15(a)) (Fig. 15(b)) (Fig. 15(c))

Die eineindeutige Relation zwischen den Punkten im Raum und ihren Koordinaten in
einem festgelegten Koordinatensystem (kartesisch oder schiefwinklig) gibt uns die Moglichkeit
die Untersuchung der geometrischen Eigenschaften einer bestimmten Punktmenge durch die
Untersuchung der algebraischen Verkniipfungen ihrer Koordinaten zu ersetzen.

Im ebenen kartesischen Koordinatensystem Ozy ist der Graph einer quadratischen Gle-
ichung mit den Variablen z und y immer ein Kegelschnitt. Umgekehrt konnen alle Kegelschnitte
durch solche Gleichungen beschrieben werden.

Die Gesamtheit der Kegelschnitte ist also mit der Gesamtheit der Kurven zweiter Ordnung

(*) a11x2 + 2a12xy + a22y2 + 2&131’ -+ 2a23y + as3z = 0
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identisch, wobei der Faktor 2 bei den Koeffizienten a1, a13 und as3 aus Griinden der
ZweckmaBigkeit verwendet wird. Allerdings sind dabei auch gewisse ausgeartete Kegelschnitte
mitgerechnet.

Der Typ des Kegelschnitts ergibt sich aus den im Folgenden definierten Determinanten

11 a1z A3

@11 A2
A= a2 ax axs |, d =

Q12 A22

@13 Adg3 G33

e Fiir § > 0 und A # 0 handelt es sich um eine Ellipse. Gilt zusétzlich a1; = as und
aio = 0, so ist diese Ellipse sogar ein Kreis.

e Gelten die Bedingungen 6 < 0 und A # 0, so ergibt sich eine Hyperbel, die im
speziellen Fall aj; + age = 0 gleichseitig (rechtwinklig) ist.

e Unter den Voraussetzungen 6 = 0 und A # 0 beschreibt die Gleichung eine Parabel.

e Wenn 6 = 0 und A = 0 kommt ein paralleles Geradenpaar heraus.

e Ist A =0und o > 0 kommt ein imaginires Geradenpaar (ein unechter Kegelschnitt)
heraus.

e Sollte A =0 und § < 0 kommt als Losung ein reelles Geradenpaar heraus.

Soweit es sich um eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel handelt, bedeutet die Bedingung
a1 = 0, dal die Symmetrieachsen des Kegelschnitts parallel zu den Koordinatenachsen

verlaufen.

2
Im allgemeinen Fall fiihrt man durch Drehung um den Winkel « : tan(2a) = 2

app — ag2
und Parallelverschiebung der urspriinglichen Koordinatenachsen Oz, Oy ein neues Koordi-

natensystem O’XY ein. Dadurch geht die Gleichung (x) in eine entsprechende Gleichung
zwischen den neuen Koordunaten X und Y mit anderen Koeffizienten iiber.

Man kann durch geschickte Wahl der Koordinatentransformationen erreichen, dafl die
Gleichung des Kegelschnittes beziiglich der neuen Achsen sehr einfach wird. Wenn die Kurve
ein echter Kegelschnitt ist, so erhélt man als Gleichung der

X2 2
e Ellipse: ?'I_b_z:l’ a>0,b>0;
Xz y?
e Hyperbel: — — —=1,a>0, b>0;
a b2

e Parabel: Y = cX? c#0.

Auch der Fall, da es sich um einen ausgearteten Kegelschnitt handelt, kann durch eine
einfache Rechnung entschieden werden, namlich;

e cin reeller Punkt X? +Y? = 0;

e zwei sich im Nullpunkt schneidende Geraden, d.h. zwei Mantellinien
X2 -YVI=(X-Y)X+Y)=0;

e zwei zusammenfallende Geraden durch den Nullpunkt, d.h. eine Mantellinie
X% =0.

7.1. Die echten Kegelschnitte.

7.1.1. Der Kreis als Punktmenge. Der Begriff Kreis gehort zu den wichtigsten Begriffen der
ebenen Geometrie.
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Erklarung 7.1. Ein Kreis ist definiert als Menge (geometrischer Ort) aller Punkte der
euklidischen Ebene, deren Abstand von einem vorgegebenen Punkt M gleich einer festen
positiven reellen Zahl r ist.

Formal ausgedriickt lautet die Definition fur einen Kreis &k in der Ebene E folgendermaflen:
(15.1) k={PeFE:|MP|=r}.

Der konstante Abstand r wird als Radius des Kreises bezeichnet, der Punkt M als Mit-
telpunkt. Der doppelte Radius heifit Durchmesser und wird meistens durch die Variable d
ausgedriickt.

Nach der gegebenen Definition ist ein Kreis eine Kurve, also ein eindimensionales Gebilde.

Da das Wort Kreis aber oft ungenau fiir die eingeschlossene Fliche verwendet wird, sagt
man zur Verdeutlichung haufig Kreislinie oder Kreisrand statt Kreis im Gegensatz zur
Kreisfldche oder (geschlossenen) Kreisscheibe. Diese ist definiert als die Menge aller Punkte
der Ebene, deren Abstand vom Mittelpunkt M hochstens gleich dem Radius 7 ist, d.h.

G:={Pe€FE:|MP|<r}.

Das Innere der Flache G bezeichnet man als offene Kreisscheibe oder Innenbereich des
Kreises. Man meint damit die Menge aller Punkte der Ebene, deren Abstand vom Mit-
telpunkt M kleiner dem Radius 7 ist, d.h. {P € E: |MP| < r}.

Die Menge aller Punkte der Ebene, deren Abstand vom Mittelpunkt M gréfer dem Radius
rist, dh. {P € E:|MP| > r}, nennt man Auflenbereich des Kreises.

Nun bestimmen wir eine analytische Darstellung des Kreises.

In der Ebene E des Kreises £ fithren wir ein kartesisches Koordinatensystem Ozy ein.
Der Mittelpunkt M des Kreises hat die Koordinaten («, 3), der bewegliche Punkt P die
Koordinaten (x,y). Aus der Gleichung (15.1) des Kreises folgt dann

Vie=a+ 0P =r & (w-a)+@—pF)*=r
s 22+ y? —2ar — 28y +o?+ 2 —r2=0.

Setzen wir v := o + 3? — r? ein, so erhalten wir die allgemeine Gleichung des Kreises
(15.2) 2+ 9y’ —20r - 20y +7=0,r’ =a’+ > -7 > 0.

Die Gleichungen (15.1) und (15.2) sind dquivalent. Die Koordinaten eines jeden Punk-
tes des Kreises (15.1) erfiillen die Gleichung (15.2), und jede Losung der Gleichung (15.2)
bestimmt eindeutig einen Punkt des Kreises (15.1).

Die Koordinaten der Auflenpunkte fiir den Kreis erfiillen die Ungleichung

(15.3) (z—a) +(y—B)? >r?
und diese seiner Innenpunkte die Ungleichung
(15.4) (x—a)+(y—B)> <r

Die Gleichung zweiten Grades (x) ist Gleichung eines Kreises, wenn gilt

2 2
a a a
a11 = a22 7& 0, (ﬁ) + (ﬁ) -3 > 0.
a1 a1 a11
Wird der Winkel Z(M P, Ox) mit w bezeichnet, so erhélt man die parametrischen Gle-

tchungen des Kreises

(15.5) r=a+rcosw, y=LF+rsinw, w e [0,2r).
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Aufgabe 7.2. Welche ist die Gleichung des Kreises, welcher von den Punkten A(4,5),
B(—4,-1), C(0,1) bestimmt ist?

Aufgabe 7.3. Der Kreis ist die Menge aller Punkte in der Ebene F| fiir die der Quotient
ihrer Abstande von zwei gegebenen Punkten konstant ist.

Losung. Es seien I} und Fy zwei verschiedene Punkte und es sei r # 1 eine reelle positive
Zahl. Gesucht ist die Punktmenge {P € E : |PF|| = r|PF;|}.
Wir wahlen folgendes kartesische Koordinatensystem:

- Der Mittelpunkt der Strecke (F}F3) sei der Ursprung O des Koordinatensystems;
- Der Speer I} F, sei die Abszissenachse;
- Die Mittelsenkrechte der Strecke (FjF3) sei die Ordinatenachse.

Sind dann Fj(—c,0), F5(c,0), ¢ > 0 und P(z,y) die Koordinaten der entsprechenden
Punkte, so gelten die Gleichungen

2

1
Vie+e)2+y2i=ry(x—0c)+y> < x2+y2+201+r2x+c:0.
r

Die gesuchte Menge besteht aus den Punkten des Kreises mit dem Mittelpunkt

1472 2
M| —c L ,0 ) und dem Radius R = o
1—1r2 |1 —r|

Ist r = 1, so besteht die Menge aus den Punkten der Mittelsenkrechte der Strecke (F F).

Aufgabe 7.4. Bestimmen Sie die Lage der Punkte A(1,1), B(3,—3), C(8,4) beziiglich des
Kreises

k:a?+y®— 2z —4y —24=0.

7.1.2. Die Ellipse als Punktmenge.

Erklarung 7.5. Eine Ellipse € ist definiert als die Menge aller Punkte P der Ebene E| fiir
die die Summe der Absténde zu zwei gegebenen Punkten Fy und F gleich 2a (> |Fy Fy]) ist.

(15.6) e:={Pe€E: |PF|+ |PF| =2a}.

Die Punkte F; und F3 heien Brennpunkte, der Mittelpunkt M der Strecke (F3F;) heifit
Mittelpunkt der Ellipse (Fig. 15.1).

Der Abstand der Brennpunkte vom Mittelpunkt heiit lineare Exzentrizitdt und wird mit
¢ bezeichnet.

Nun bestimmen wir eine analytische Darstellung der Ellipse e.
In der Ebene E fiithren wir ein kartesisches Koordinatensystem ein.

- Der Mittelpunkt M der Strecke (F;F,) sei der Ursprung des Koordinatensystems;
- Der Speer I} F,! sei die Abszissenachse;
- Die Mittelsenkrechte der Strecke (FjF») sei die Ordinatenachse.
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Die Koordinaten der Brennpunkte sind dann Fy(—c,0), Fz(c,0). Ist P(z,y) ein beliebiger
Punkt der Ellipse, so gilt

Vi+e)2+yr+/(e—c)?+1y2=2a =
(x+c)2+y?=2a—\/(x—c)+y>? =

(15.7)
av/(x—c)+y*=a*—cz =
(a® — )x? + a*y* = a*(a® — &2).
Da a > c ist, so gibt es eine positive reelle Zahl b derart, da % = a® — c? ist.
Die letzte Gleichung in (15.6) hat dann die Form
2?2
(15.8) =L
Die Koordinaten von jedem beliebigen Punkt der Menge e erfiillen die Gleichung (15.8),
d.h. 2
Das Umgekehrte gilt auch.
Es sei nun P(£,n) ein Punkt der Ebene E, dessen Koordinaten eine Losung von (15.8)
sind, d. h. P € &. Wir zeigen,dal Pee = £Ce = E=e.

Es gilt
2
IPR)? = (E+c)?+n* = ((+c)?+ b (1 — 5—2>

a
a? — B2 2

= & + 2¢6 + a? ——2§2+ZC§—|—@2
a?

2
= (a+c§>
a

= |PF| = a—l—cg’.

Genauso gilt |PFy| =

a—c —‘
Da (§,n) eine Losung von (15.8) ist, so ist
b2
I (a —§)>O:|§|§a$|c—|<a¢|PF1|+|PF2|=2CL:P€6.
a? a
Die Gleichung (15.8) heifit kanonische Gleichung der Ellipse.
Es ist leicht zu erkennen, dafl die Abszissen- und die Ordinatenachse Symmetriegeraden
von € sind. Der Mittelpunkt der Ellipse ist ihr Symmetriezentrum.
Es gilt namlich:

P(fan) ce = Pl(_fan) € €, P2<£7 _77) € €, P3(_€7 —77) ce€

Die Punkte Si(a,0) und Si(—a,0) mit groftem Abstand zum Mittelpunkt M heiflen
Hauptscheitel, ihre Verbindungslinie (5153) heifit Hauptachse, bestehend aus den zwei grofien
Halbachsen (M S;) und (M.S5). Die grofien Halbachsen haben also die Lénge a.

Analog dazu spricht man von den Nebenscheiteln Ss(b,0) und Sy(—b,0), welche die Nebe-
nachse, bestehend aus den kleinen Halbachsen (M Ss) und (M S,), definieren. Die Lange der
kleinen Halbachsen ist gleich b.
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Haupt- und Nebenachse sind zueinander orthogonal.

Die lineare Exzentrizitat berechnet sich tiber das rechtwinklige Dreieck A M F;.S5 mit
dem Satz des Pythagoras: ¢ = va? — b?.

Die Definitionsgleichung zusammen mit Symmetrietiberlegungen ergeben, daf§i der Ab-
stand der Nebenscheitel S3 und S; von den Brennpunkten F; und F; gerade gleich der
GroBe a aus der Definition ist : |F1 55| = |FS;3| = |F1S4| = |F2S4] = a.

Brennpunkteigenschaft (optische Eigenschaft): Die Verbindungslinie zwischen einem
Brennpunkt und einem Punkt der Ellipse heifit Brennlinie, Leitstrahl, oder Brennstrahl.

Ihren Namen erhielten Brennpunkte und Brennstrahlen aufgrund der Eigenschaft, dafi der
Winkel zwischen den beiden Brennstrahlen in einem Punkt der Ellipse durch die Normale
in diesem Punkt halbiert wird. Damit ist der Einfallswinkel, den der eine Brennstrahl mit
der Tangente bildet gleich dem Ausfallswinkel der Tangente mit dem anderen Brennstrahl.

Ein Lichtstrahl, der von einem Brennpunkt ausgeht, wiirde demnach an der Ellipsen-
tangente so reflektiert, dal er den anderen Brennpunkt trifft. Bei einem ellipsenférmigen
Spiegel treffen sich demnach alle von einem Brennpunkt ausgehenden Lichtstrahlen in dem
anderen Brennpunkt.

Da der Weg von einem zum anderen Brennpunkt (entlang zweier zusammengehoriger
Brennstrahlen) immer gleich lang ist, wird auch Schall nicht nur verstarkt von einem zum an-
deren Brennpunkt iibertragen, sondern kommt sogar zeit- und phasengleich (also versténdlich
und nicht interferierend) dort an.

Zwei Ellipsen mit iibereinstimmenden Brennpunkten nennt man konfokal.

2

Erklarung 7.6. Eine Parallele zur Nebenachse im Abstand d = 2 bezeichnet man als
c

Direktriz oder Leitlinie. Die Gleichungen der Leitlinien sind = = +d (Fig. 15.2).
Aufgabe 7.7. Fiir einen beliebigen Punkt P der Ellipse ist das Verhéltnis seines Abstands
von einem Brennpunkt zu dem Abstand von der Direktrix auf der entsprechenden Seite der

JaZ — 12
Nebenachse gleich der numerischen Fxzentritat e := S < 1.
a a

Die Moglichkeit der Parameterdarstellung einer Kurve wird daraus erhellt, dal man die
Kurve als die Bahnlinie eines Punktes betrachten kann; dann sind die Koordinaten des
Punktes in jedem Augenblick eindeutige Funktion der Zeit ¢, die hier als Parameter auftritt.
Da eine und dieselbe Kurve Bahnlinie verschiedener Bewegungen sein kann, ist es klar, dafl
sie mehrere Parameterdarstellungen zulaft.

Die mathematisch positiv durchlaufene Ellipse € (d.h. die Durchlaufrichtung wird vom
Koordinatensystem bestimmt) mit der geometrischen Gleichung (15.8) hat eine Parameter-
darstellung der Art

(15.9) €: r=acost, y=bsint, 0<t<2m.

Es sei [~ ein beliebiger Strahl mit dem Anfangspunkt O; k; und ks, seien die Kreise mit
dem Mittelpunkt O und Radien b bzw. a; es seien weiter P, = [~ A k1, Py, = 17 A ko,
t = Z(Ox,17); es seien noch PP || Ox, PP || Oy. Es ist direkt zu beweisen, dal der

Punkt P(xg, o) auf € liegt und xy = acost, yo = bsint gilt.

7.1.3. Die Hyperbel als Punktmenge. In der ebenen Geometrie versteht man unter einer
Hyperbel eine spezielle Kurve, die aus zwei zueinander symmetrischen, sich ins Unendliche
erstreckenden Asten besteht. Die Hyperbel gehort wie die Parabel und die Ellipse zu den
Kegelschnitten.
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Erklarung 7.8. Eine Hyperbel y ist definiert als die Menge aller Punkte der Ebene F, fiir
die die Differenz der Absténde zu zwei gegebenen Punkten, den so genannten Brennpunkten
Fy und F5, konstant gleich 2a (< |Fy F3|) ist.

(15.10) x={PecE:||PF|-|PR| =2a).

Den halben Abstand der Brennpunkte bezeichnet man tiblicherweise mit ¢. Die Gerade,
die durch die beiden Brennpunkte geht, nennt man reelle Achse oder auch Hauptachse der
Hyperbel. Genau zwei Punkte der Hyperbel liegen auf der Hauptachse; diese nennt man
Scheitel. Die Scheitel haben zu den Brennpunkten die Abstiande ¢ 4+ a bzw. ¢ — a und
voneinander den Abstand 2a. (Mit ”Hauptachse” im engeren Sinn wird auch oft nur die
Strecke bezeichnet, die die beiden Scheitel verbindet.)

Die Senkrechte zur Hauptachse durch den Hyperbelmittelpunkt nennt man die Nebenachse
oder die imagindre Achse. Die Grofle ¢ bezeichnet man als lineare Fxzentrizitat oder Bren-
nwezute.

Es erweist sich als praktisch, fiir die Grofie v/c? — a? einen eigenen Namen einzufiihren;
tiblicherweise bezeichnet man sie mit dem Buchstaben b (imagindre Halbachse). Es gilt also
a® + b? = ¢* (Vergleiche dazu Ellipse).

Stimmen bei einer Hyperbel die Gréflen der Halbachsen (a und b) iiberein, so spricht man
von einer gleichseitigen Hyperbel.

Jede Hyperbel besitzt zwei Asymptoten, also zwei Geraden, denen sich die Punkte der
Kurve beliebig anndhern. Die beiden Asymptoten verlaufen durch den Mittelpunkt der

b
Hyperbel. Thr Schnittwinkel a gegentiber der Hauptachse ist gegeben durch tana = — .
a
Ist die Hyperbel gleichseitig, so stehen die Asymptoten senkrecht aufeinander.

Die Gleichung der Hyperbel erhalt eine besonders einfache Form, wenn sie in 1.Hauptlage
liegt, das heifit, dafl die beiden Brennpunkte F} und F3 auf der z-Achse symmetrisch zum
Ursprung liegen.

Bei einer Hyperbel in 1.Hauptlage haben also die Brennpunkte die Koordinaten Fj(c,0)
und Fy(—c,0), und die Scheitel haben die Koordinaten S;(a,0) und Sy(—a,0).

Die Gleichungen der Asymptoten sind dann y = +— x.
a

Fiir einen beliebigen Punkt P in der Ebene nennen wir die Geraden durch den Punkt und
jeweils einen Brennpunkt Leitstrahl des Punktes.

Fir den Punkt P(z,y) ist der Abstand zum Brennpunkt Fj(c,0) entlang dem einen
Leitstrahl gleich \/(x — ¢)? + y2, zum anderen Brennpunkt Fy(—c,0) entlang dem anderen
Leitstrahl +/(z + ¢)? + 2. Der Punkt P(x,y) liegt also genau dann auf der Hyperbel, wenn
die Differenz dieser beiden Ausdriicke gleich 2a oder gleich —2a ist.

Durch algebraische Umformungen (unter Beriicksichtigung von a? + * = ¢?) kann man
zeigen, dafl die Gleichung

(15.11) Ve —c)?2+y2 =+ (z+c)2+y2==+2a

zur Gleichung

(15.12) r_Y

aquivalent ist.
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Die Gleichung (15.12) nennt man die Gleichung der Hyperbel in 1.Hauptlage oder kanon-
1sche Gleichung.

Die Koordinatenachsen (die Haupt- und Nebenachse) sind die Symmetriegeraden der Hy-
perbel, der Koordinatenursprung (der Hyperbelmittelpunkt) ist ihr Symmetriezentrum. Da

2 V. 2@ 5
Yy :g(l’ —a’)>0 Az :b_2<y +b°) >0

gilt, so folgt, dal nur |z| > a, d.h. x € (—o0,—a] V [a,0), ist. Es liegt also im Streifen
—a < x < a der zy-Ebene kein Punkt der Hyperbel.

Daraus ergibt sich, dafl jede Hyperbel nach einer geeigneten Koordinatentransformation
durch

¢ —t ¢t
“‘26 Cy=bsinht=b"""— teR

(15.13) r =acosht =a

parametrisiert werden kann.
1
Eine besonders einfach visualisierbare Hyperbel wird durch die Funktion y = — beschrieben
x

(siche Fig. 15.3). Fiir diese Hyperbel ist a = b = v/2; ihre Hauptachse ist die Gerade mit der
Gleichung y = z, ihre Scheitel sind die Punkte (1,1) und (=1, —1), und ihre Brennpunkte

liegen bei (\/5, \/5) und (—\/_7 —\/5)

Erklarung 7.9. Mit dem Begriff Direktriz oder Leitlinie bezeichnet man die beiden Paral-
2

lelen zur Nebenachse im Abstand d = 2. Die Gleichungen der Leitlinien sind = = +d (Fig.
c
15.4).

Aufgabe 7.10. Fir einen beliebigen Punkt P der Hyperbel ist das Verhaltnis zwischen
den Absténden zu einem Brennpunkt und zur zugehorigen Direktrix gleich der numerischen

/a2 + b2
Exzentritat: e := € L > 1.
a a

Brennpunkteigenschaft (optische Eigenschaft): Der Winkel zwischen den beiden
Brennstrahlen in einem Punkt der Hyperbel wird durch die Tangente in diesem Punkt hal-
biert.

7.1.4. Die Parabel als Punktmenge. In der Mathematik ist eine Parabel ein Kegelschnitt, der
entsteht, wenn man den Kegel mit einer Ebene schneidet, die parallel zu einer Erzeugenden
des Kegels ist. (Wenn die Ebene selbst eine Tangentialebene des Kegels ist, erhalt man eine
degenerierte Parabel, die einfach eine Gerade ist.)

AuBlerdem stellen die Funktionsgraphen von quadratischen Funktionen Parabeln dar.

Erklarung 7.11. Eine Parabel ist die Menge aller Punkte P einer Ebene E, deren Abstand
zu einem festen Punkt (dem Brennpunkt F') und einer Geraden (der Leitgeraden 1) in E,
F ¢ 1, gleich ist.

(15.14) m:={Pe€E:dP]l) =|PF|}.

Jener Punkt, der genau in der Mitte zwischen Brennpunkt und Leitgerade liegt, heifit
Scheitel A der Parabel. Die Verbindungsgerade von Brennpunkt und Scheitel wird Achse
der Parabel genannt. Sie ist die einzige Symmetrieachse.
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Das Koordinatensystem wird im Folgenden so festgelegt, dai A(0,0) und F(0,¢c), ¢ > 0.
Die Leitgerade [ hat also die Gleichung y = —c. Fiir jeden Punkt P(z,y) auf der Parabel
gilt dann |PF| = |PQ|, Q €l N PQ L1 (Fig. 15.5), und damit

(15.15) Vy—c)P+a2=y+ec

Hieraus folgt unmittelbar der funktionale Zusammenhang zwischen x und y fiir alle Punkte
P(z,y):

15.16 - —
( ) Y=

Jede quadratische Funktion der Form y = ax? ist somit eine Parabel mit dem Brennpunkt

1
F(0, 4—)
a
Da die Parabel nur von einem Parameter abhéngig ist (dem Abstand von Leitgerade und

Brennpunkt 2¢ bzw. dem Parameter a in der Gleichung), sind alle Parabeln zueinander
ahnlich. Geometrisch gedeutet ist der Parameter jene Parabelsehne, die senkrecht zur Achse
und durch den Brennpunkt geht; sie ist 4-mal langer als der Abstand zwischen Brennpunkt
und Parabelscheitel.

Insbesondere ist die numerische Exzentrizitat e = 1 und die lineare Ezzentrizitat oder
Brennweite ¢ = a.

Brennpunkteigenschaft (optische Eigenschaft): Wird ein Strahl, der parallel zur
Achse einfillt, an der Parabel gespiegelt, so geht der resultierende Strahl durch den Bren-
npunkt, und umgekehrt. Die Tangente zu der Parabel m an der Stelle P € 7 ist also die
Winkelhalbierende des Winkels FPQ (Q ist der Fupunkt des Lots von P auf [).

Die Geraden durch einen Punkt der Parabel und den Brennpunkt nennen wir dann
Brennlinie, Leitstrahl, oder Brennstrahl des Punktes.

Diese Eigenschaft hat auch ein Rotationsparaboloid, also die Fliache, die entsteht, wenn man
eine Parabel um ihre Achse dreht; sie wird héufig in der Technik verwendet (Parabolspiegel).

Aufgabe 7.12. Die Punkte A(&£,0) und B(0,7n) sind derart gegeben, daB |AB| = d =
const > 0 ist. Welchen geometrischen Punktort beschreibt der beliebige Punkt P der Strecke
(AB), falls sich die Strecke (AB) in der Ebene so bewegt, dafl der Punkt A stets auf der
Oxz-Achse und der Punkt B auf der Oy-Achse liegen bleibt?

Aufgabe 7.13. Beziiglich des ebenen Koordinatensystems Oxzy sind die Punkte F (—+/7,0),
Fy(v/7,0) und die Kurve k : 922 + 16y> = 144 gegeben.

(a) Es sei D ein beliebiger Punkt auf k. Rechnen Sie |DF)|+ |DF;| aus.

(b) Die Ecken A und B des rechtwinkligen Dreiecks ABC' (ZACB = 90°) liegen auf k,

die Ecke C' ist das Symmetriezentrum von k.
1 1

[T
Welche Lange hat das Lot zu der Hypothenuse des Dreiecks AABC?

Bestimmen Sie



HOHERE MATHEMATIK, ERSTER TEIL 97

2 y2

Aufgabe 7.14. Es seien y : x_2 — = =1 eine Hyperbel, My(xq, o) ein beliebiger Punkt
a

b2

b b
dieser Hyperbel und die Geraden ¢, :y = —z, g¢o:y = ——2x die Asymptoten der Hyper-
a a

bel. Beweisen Sie, da} folgendes gilt:

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.

2.1.
2.1.1.
2.1.2.
2.1.3.
2.1.4.

2.2.
2.2.1.

2.3.
2.3.1.
2.3.2.
2.3.3.
2.3.4.
2.3.5.
2.3.6.
2.3.7.

2.4.
2.4.1.
2.4.2.

2.5.
2.5.1.

2.6.

3.1.
3.2.
3.3.

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.

a’b?
d(M, d( M, = —
( 0791) ( 0792) Cl2 _|_ b2
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